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一 、 概 率 定 义 


从 本 世纪 三 十 年 代 起 , 概率 论 由 一 个 很 窗 小 的 主题 , 发 展 成 为 
一 个 宽广 而 与 数学 中 许多 其 他 领域 有 重要 联系 的 分 支 ， 概 率 论 是 
对 客观 存在 的 随机 现象 的 数学 抽象 , 正如 几何 学 和 力学 一 样 , 它 同 
样 也 正确 地 反映 了 容 观 现实 , 具有 广泛 的 应 用 .但 是 , 概率 论 与 几 
何 学 .力学 在 研究 问题 的 方法 上 具有 较 大 的 差别 , 它 所 处 理 的 不 是 
决定 性 现象 , 而 是 随机 现象 , 于 是 它 有 自己 独特 的 概念 和 方法 , 在 
处 理 许多 实际 问题 时 具有 独特 的 作用 . 

什么 是 “随机 现象 " 呢 ? 有 这 样 一 类 现象 , 当 人 们 对 它 加 以 观察 
或 进行 实验 时 , 观察 或 实验 的 结果 是 许多 可 能 结果 中 的 某 一 个 , 而 
且 这 个 或 那个 结果 出 现 的 机 会 是 这 个 现象 本 身 所 固有 的 性 质 ， 我 
们 把 这 种 现象 叫做 随机 现象 ， 并 把 这 些 结果 出 现 的 机 会 的 测度 叫 
做 概率 ， 在 初等 水 平 上 看 这 个 问题 , 就 是 计算 所 出 现 的 结果 (叫做 
事件 ) 的 可 能 性 大 小 ， 一 个 典型 的 例子 是 打 桥 牌 ，52 张 牌 分 到 四 
家 ， 如 果 牌 洗 得 彻底 均匀 ， 我 们 就 可 以 计算 某 一 家 拿 到 13 张 不 同 
点 的 牌 的 概率 ， 计算 这 个 概率 ， 自 然 地 会 想到 它 应 该 等 于 下 面 这 
个 比例 ， 


分 52 张 牌 时 , 某 寂 拿 到 13 张 不 同 点 的 牌 的 可 能 情况 的 个 数 
分 下 张 点 让 这 一 全 合 到 13 了 张 牌 的 可 能 情况 的 个 数 。“ 


接 赴 米 表 水 分 了 于、 分 坪 的 值 , 这 只 是 计算 个 数 的 问题 , 属于 组 合 数 
学 的 范畴 了 .由 此 可 见 , 当 我 们 谈 概 率 时 , 总 是 把 它 结 合 着 某 种 实 
| 


验 来 说 的 ， 实 验 (或 观察 ) 的 结果 称 为 惠 件 ， 例 如 ， 在 掷 两 个 般 子 
的 实验 中 ,“ 总 和 为 6 点 ”“ 双 6”、“ 两 个 都 是 奇数 点 "都 是 可 能 将 
出 的 结果 ， 所 以 它们 都 是 事件 ， 在 这 个 实验 里 ， 最 终 可 能 的 结果 
是 : (1, 1D), (1, 2),……, (1, 6), (2, 1), (2, 2),, (2, 6), ee, 
(6, 了 D，(6, 2)，…，(6, 6)， 一 共 三 十 六 种 。 事件 “ 双 6”, 就 是 最 
后 那个 情形 ， 而 事件 “总 和 为 六 点 ”， 是 指出 现 (1, 四 或 (2, 全 或 
(3, 3) 或 (4, 2) 或 (5, 中 的 任何 一 个 ， 由 此 可 见 , 事件 可 以 区 分 
为 简单 事件 与 复合 事件 。 例如 “总 和 为 6 点 ”是 个 复合 事件 , 它 是 
由 5 个 简单 事件 构成 的 ; 而 “ 双 6” 本 身 就 是 一 个 简单 事件 ， 

对 以 上 例子 加 以 抽象 , 我 们 看 到 ; 简单 事件 即 是 该 实验 的 所 有 
各 种 可 能 结果 (这 些 简单 事件 叫做 样本 点 , 或 简称 为 点 ); 复合 事 
件 可 以 分 解 为 一 些 简单 事件 (也 就 是 说 , 复合 事件 是 由 多 个 点 组 成 
的 集合 )， 实 验 中 的 每 一 个 不 再 可 分 解 的 结果 就 是 点 ; 由 所 有 这 些 
样本 点 构成 一 个 总 集合 , 称 之 为 样本 空间 ， 由 以 上 讨论 可 知 , 当 谈 
到 概率 论 时 , 首要 的 概念 就 是 样本 空间 , 其 中 的 点 为 简单 事件 , 这 
些 点 规定 了 该 实验 的 所 有 可 能 结果 ， 而 且 只 有 从 实验 的 每 个 可 能 
结果 (点 ) 都 能 够 清楚 地 判定 某 一 事件 是 发 生 或 不 发 生 时 , 谈 起 
妃 来 才 有 确切 的 意义 ， 判 定 “如 发 生 了 ”这 个 事件 的 那些 点 ， 构成 
一 个 集合 , 它 完全 确定 事件 “ 恕 发 生 了 ” 反 过 来 , 含 一 个 或 多 个 点 
的 给 定 集 合 如 都 可 以 当 作 一 个 事件 ， 这 个 事件 是 否 发 生 就 由 实验 
的 结果 (点 ) 是 否 落 在 如 中 而 定 .在 概率 中 , 常 说 “事件 如 由 某 些 点 
构成 ”就 意味 着 这 些 点 便 是 在 实验 中 能 使 发生 的 那些 结果 . 


|| 样本 空间 


我 们 用 8 表示 样本 空间 ， 其 中 的 点 用 @ 表示; 事件 是 样本 空 

间 的 子 集合 ,用 4、 了 3、.…… 等 表示 .在 一 个 实验 中 , 谈 到 事件 时 ， 

总 是 有 不 可 能 出 现 的 事件 ， 这 反映 在 子 集合 上 就 是 不 包含 2 中 任 

何 点 的 子 集 ， 即 空 集 , 用 符号 2 表示. 若 和 4 是 一 个 事件 , 则 “4 不 
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wa 


at 
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发 生 "也 是 一 个 事件 , 它 由 8 中 4 以 外 的 诸 点 组 成 , 记 作 4°, 称 为 
4 的 补 事件 .实际 问题 中 提出 的 各 种 各 样 的 事件 及 其 相互 关系 ， 
均 可 反映 为 样本 空间 2 的 点 组 成 的 各 种 子 集合 及 其 相互 关系 上 ， 
因而 , 可 以 把 概率 论 的 语言 与 集合 论 的 语言 相互 对 照 如 下 . 


事件 及 其 相互 关系 
样本 空间 
简单 事件 
事件 
不 可 能 事件 
必然 事件 
毛发 生 纺 合 BB 发生 
也 与 已 同时 发 生 
本 与 妃 至 少 其 中 之 一 发 生 
毛发 生 但 妃 不 发 生 
4 不 发 生 (4 的 补 事件 ) 
4 与 妃 不 同时 发 生 ( 人 不 相符) 


集合 及 其 相互 关系 符 

空间 9 

点 w 

全 | A, B, ，: 

守信 好 
整个 空间 | 

A 是 如 的 子 集 “| ACB， 包含 运算 


也 与 号 之 交 


了 4 与 互 之 并 


4 与 妃 之 差 


4 的 补 集 


4 与 恕 不 交 


事件 间 的 关系 , 可 以 表 为 图 1. 


AAAO 


AMmB 或 4B, 乘 运算 
AUB， 并 运算 


4\BB， 差 运算 


| AN B= 


对 于 一 串 事件 41、4。、4，……, 可 定义 两 个 新 事件 ( 即 两 个 


运算 ). 


(i) 属于 全 部 给 定 集合 的 点 所 组 成 的 集合 ,用 广 ) 4 表示 ， 


站 人 
门 4 一 也 |joc4， 6=1,9,.... }. 
/ 或 记 门 41= 414s4， a ， 称 之 为 交 ， 它 表示 A1、 As、 As、 …… 
请 事件 同时 发 生 ; 


Gi) 由 至 少 属于 给 定 集中 之 一 的 诸 点 所 组 成 的 集合 ，， 
UL 4 表示 , 即 
4= to | oE 44 至少 对 某 一 个 针 . 
或 记 [] 4 - 41U 4sU…， 称 之 为 并 ， 它 表示 事件 41、 4s、 ho、…… 


中 至 少 有 一 个 发 生 ， 我们 还 可 以 用 很 明显 的 极限 形式 表达 以 上 酚 
个 事件 
U4=lmU 4 人 门 4.-lim 门 4 

显 见 , 当 mn>oo 时 , 站 4 不 降 ( 即 上 4E 问 4 而 各 4 不 增 
所 以 , 前 者 涨 到 | 4,， 后 者 缩 到 门 4 

此 外 ,对 事件 (4) 为 有 穷 个 或 无 穷 个 事件 时 , 都 成 立 以 下 的 运 
算 . 

(JU 40B-UC4B)， 


(1 42°=—UJ 4. 


2. 五 典 概率 


古典 概率 讨论 的 对 象 ， 限 于 实验 所 有 可 能 结果 为 有 穷 个 等 可 
能 的 销 形 ， 这 时 , 样本 空间 8 由 个 简单 事件 组 成 ， 若 事件 如 出 
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m 个 简单 事件 组 成 , 由 直 党 可 以 计算 恕 的 概率 了 PCB) 一 ， 这 就 


是 法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 ( 卫 . S. M.de Laplace, 1749~1827) 对 古典 
概率 作 的 定义 .让 我 们 来 计算 打 桥 牌 时 , 分 到 西 家 一 副 13 张 不 同 


点 的 牌 之 概率 ， 首先, 分 到 西 家 13 张 牌 所 有 可 能 情况 的 副 数 等 于 
O¥= 0 =635013559600 副 ; 分 到 西 家 13 张 不 同 点 的 
牌 所 有 可 能 情况 的 个 数 即 从 4 张 A 中 抽 一 张 4 张 K 中 抽 一 
张 ，…… ， 所 以 总 共 可 抽 得 4 副 不 同 点 的 牌 。 从 而 ， 所 欲 计算 的 
概率 等 于 


413 
$52 


下 面 再 举 一 个 历史 上 有 名 的 “得 分 问题 > 甲 、 乙 两 人 各 出 同样 的 
赌注 , 用 扔 硬币 为 赌博 手段 . 若 正面 朝 上 ( 记 为 “十 )， 甲 得 工分 ， 
乙 不 得 分 ; 大 反面 朝 上 ( 记 为 “一 )， 乙 得 工分 , 甲 不 得 分 谁 先 得 
到 事前 约定 的 分 数 , 谁 就 赢得 全 部 赌注 ， 当 进行 到 甲 还 差 两 分 , 乙 
还 差 三 分 才能 达到 约定 分 数 时 , 他 们 不 愿 继 续 赌 下 去 , 问 这 时 如 何 
公平 分 配 全 部 赌注 ? 解 此 问题 , 显然 , 为 确保 能 分 出 胜 负 , 最 多 需要 
再 扔 生 次 , 这 4 次 的 所 有 可 能 结果 为 {(《 十 十 十 十 ), 《十 十 十 一 )， 
(十 十 一 十 ),， (十 十 一 一 ), (十 一 十 十 ), (一 十 十 十 ), (十 一 十 一 )， 
《一 十 十 一 ), 《一 一 一 十 ),《 一 一 一 一 ), (十 一 一 十 ), (一 十 一 十 )， 
(一 一 十 十 )，( 十 一 一 一 ), (一 十 一 一 ), (一 一 十 一 )}, 其 中 使 甲 
获胜 ( 即 至 少 两 个 “二 ”的 情形 ) 有 11 种 ， 使 乙 获胜 ( 即 至 少 三 个 


“一 ”的 情形 ) 有 5 种 , 故 甲 胜 的 概率 为 村， 乙 胜 的 概率 为 妃 , 因 


而 甲 应 得 全 部 赌注 的 了 6， 乙 应 得 6 实际 上 ,前 四 种 情形 表示 
只 需 扔 两 次 就 可 分 胜 负 ， 往 下 的 六 种 情形 表示 需 扔 三 次 即 可 分 胜 
负 , 最 后 的 六 种 表示 非 要 殷 四 次 才能 决定 胜 负 ， 但 如 果 这 样 考虑 
就 不 利于 用 证 奥 概率 进行 计算 了 . 
计算 古典 概率 , 可 以 像 上 例 那 样 , 采用 穷 举 法 数 清 事件 里 面 所 
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et me tp ei se 朵 有 


含 简单 事件 的 个 数 ， 借 助 于 组 合计 算 ， 可 以 简化 计算 过 程 . 如 上 
例 中 “ 甲 胜 " 事 件 所 含 简单 事件 个 数 为 04 十 O04 十 04 一 1i.。 需 要 强 
调 的 是 , 这 里 应 十 分 注意 “等 可 能 ”这 个 性 质 , 即 每 个 简单 事件 具有 
相同 的 概率 . 历史 上 ,法 国 数 学 家 达 朗 贝尔 (J. 工 . R. D'Alembert, 
1717~1783) 在 考虑 掷 两 个 硬币 的 实验 中 ， 曾 错误 地 认为 “出 现 一 


个 正面 朝 上 一 个 反面 朝 上 ”的 概率 为 所 事实 上 ， 此 实验 有 
件 一 反 一 正 含 (十 一 )、( 一 十 ) 两 个 简单 事件 , 其 概率 应 为 评 . 


在 古典 概率 模型 中 , 可 把 事件 4 的 概率 P(4) 看 成 事件 4 的 
函数 , 它 具 有 下 列 三 个 性 质 

(31) 对 于 任意 事件 4, 有 0<P(4) < 

(并) 必然 事件 2 的 概率 P(O) 一 了 

Gii) 车 4、B 不 相 容 ， 其 中 至 少 一 个 发 生 即 4UB (或 记 为 
4+B, 对 不 相 容 的 情形 ) 的 概率 为 P(4+B) 一 P(4) +P(B). 

性 质 (iii) 是 计算 概率 的 重要 法 则 ， 例 如 , 有 一 批 产 品 , 总 数 为 
1000 件 ,其 中 10 件 为 废品 ， 从 这 1000 件 中 随意 抽出 20 件 ， 求 这 
20 件 中 有 废品 的 概率 ， 用 和 4 表示 这 一 事件 ， 如 直接 计算 4 的 概 
率 ， 就 要 依次 计算 20 件 中 恰 有 工 个 .2 个 、…… 直 至 10 个 为 废品 
的 概率 ,再 求 这 些 概率 之 和 .但 4 的 补 事件 4* 是 这 20 件 中 无 一 
废品 .由 性 质 GD) 、Gi) 知 王 (4) 十 忆 (49 = P(O) = 二 于 是 P(4) 
-1 一 (4"), 而 计算 也 (49) 是 很 容易 的 , 它 等 于 -名 中 ， 放 P(4) 

ou 

Ooo- 


=1 


3.， 几何 概率 


在 建立 古典 概率 的 同时 ， 人 们 就 注意 到 只 考虑 有 穷 个 简单 事 
件 构成 的 样本 空间 是 不 够 用 的 .把 等 可 能 思想 应 用 到 含 无 穷 个 点 
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的 样本 空间 ， 就 产生 了 几何 概率 .其 基本 思想 可 以 表述 为 : 设 9 
是 平面 上 一 个 可 求 面积 的 区 域 ， 其 面积 记 为 w(2)， 设 Q 中 的 子 
集 4 ( 即 事件 ) 的 面积 为 4(4). 随意 扔 一 个 点 到 9 中， 按照 等 丽 
能 性 的 思想 , 可 以 认为 落 入 @ 中 子 集 4 的 概率 等 于 这 个 子 集 的 面 
积 与 py(Q) 之 比 , 即 
ww(A) 
OD) 

下 面 的 薄 丰 (G. L. de Boffon，1707~1788) 投 针 间 题 是 一 个 应 用 
几何 概率 的 典型 例子 . 设 平 面 上 有 一 族 平行 线 ， 每 相 邻 两 条 之 间 
的 距离 为 2 单位 ， 取 单位 长 的 针 一 枚 , 随意 把 它 扔 到 平面 上 , 求 针 
与 直线 相交 的 概率 .用 z 表示 针 的 中 点 到 离 它 最 近 的 一 条 平行 线 
的 距离 , 用 2 表示 针 与 此 平行 线 的 夹 角 (如 图 2).(%, 4) 完全 决定 
针 所 落 的 位 置 . 针 的 所 有 可 能 位 置 为 0<wz<1,0<4<w ( 即 图 3 所 
示 的 矩形 里 的 每 一 个 点 ), 矩形 的 面积 为 wm， 针 与 直线 相交 的 充分 


必要 条 件 是 < 地 sin 9, 这 一 不 等 式 相应 于 图 3 中 的 阴影 部 分 ， 


其 面积 等 于 去 | sinbag=1， 用 4 表示 事件 " 针 与 直线 相交 ”， 


则 P(4) = 二 .利用 这 一 公式 ， 重 复 % 次 投 针 ， 计 数 它 与 直线 相 
交 的 次 数 m, 则 当 % 很 大 时 , 相交 的 频率 空 可 以 作为 P(4) = 元 


的 近似 (参看 下 节 的 讨论 ). 虽然 这 样 做 既 费 时 , 又 不 精确 , 但 这 一 
思想 有 可 取 之 处 , 特别 在 有 了 电子 计算 机 之 后 , 可 以 用 电子 计算 机 
模拟 投 针 试 验 , 计算 w 的 近似 值 , 这 就 显 出 其 优越 性 了 . 许多 与 此 


ee a TI Reh er re ee 


例 和 象 的 问题 , 表面 上 看 来 和 概率 毫 不 相干 , 但 可 用 几何 概率 加 以 
解决 . 


4. 概率 的 一 般 定 义 


数学 科学 的 发 展 , 总 是 结合 着 实际 , 把 具体 的 对 象 扩展 到 抽象 
的 对 象 , 把 特殊 的 事物 推广 到 一 般 的 事物 .首先 我 们 来 考虑 等 可 能 
性 的 假设 ， 因为 利用 等 可 能 性 曾经 遇 到 了 悖 论 ， 从 而 引起 人 们 注 
意 到 在 一 般 情形 下 ， 等 可 能 性 这 个 前 提 是 否 必 要 .下面 先 介绍 这 
个 储 论 ( 贝 特 朗 (Bertrand) 屠 论 )， 

在 半径 为 工 的 圆 内 随意 取 一 弦 ， 计 算 此 弦 的 长 超过 圆 内 接 等 
边 三 角形 边 长 V 3 的 概率 . 


解 此 题 有 三 种 考虑 方法 
如 图 4，4B 为 弦 ， 不 失 一 般 性 , 把 纺 的 一 端 4 固定 , 令 点 B 
在 圆周 上 移动 ， 显 然 , 当 台 点 在 名 户 上 时 ,4B 的 长 超过 /可 ,而 


加 户 为 圆周 的 亏 , 故 所 求 概率 为 立 . 
如 图 5, 弦 4B 的 长 与 它 与 圆心 0 的 距离 有 关 ， 而 与 它 的 方 
向 无 关 ， 因 此 , 可 设 它 垂直 于 某 个 直径 , 不 妨 设 此 直径 为 .由 
图 5 看 出 ， 当 且 仅 当 芝 与 图 心 的 距离 小 于 瑟 时 ， 纺 的 长 大 于 
V5， 因此 ,所 求 概率 为 三 ， 
如 图 6, 弦 的 长 被 它 的 中 点 所 决定 ， 从 图 中 可 以 看 出 , 当 且 仅 
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当中 点 在 半径 为 坪 的 同心 图 内 时 ， 弦 长 大 于 MV， 但 这 个 同心 
圆 的 面积 为 大 圆 面积 的 子 , 故 所 求 概率 为 子 . 


这 个 悖 论 的 根源 , 在 于 取 弦 时 采用 了 不 同 的 等 可 能 性 , 图 4 是 
把 B 点 在 圆周 上 看 成 有 等 可 能 性 , 图 5 是 把 弦 中 点 在 直径 上 看 成 
有 等 可 能 性 , 而 图 6 则 把 歼 的 中 点 在 圆 内 看 成 有 等 可 能 性 . 由 此 
例 看 出 , 等 可 能 性 引起 了 怪 现象 ! 

在 一 些 具体 的 例子 如 毛 锅 子 实 验 中 ， 人 们 还 对 事物 加 以 理想 
化 , 如 假设 山 子 为 一 个 绝对 对 称 的 正六 面体 . 但 是 , 现实 中 这 种 纯 
而 又 纯 的 事物 是 不 存在 的 . 更 深 一 步 , 即使 存在 绝对 对 称 的 蜗 子 ， 
但 由 于 各 人 的 掷 法 不 同 , 也 会 破坏 等 可 能 性 此外, 我 们 对 每 个 反 


出 现 的 概率 规定 为 二， 这 是 出 于 人 们 的 常识 ， 但 对 常识 需要 有 直 
观 的 解释 ,去 应 该 给 出 每 个 点 大 概要 出 现 的 机 会 的 一 个 度量 ， 而 


这 个 度量 在 经 验 上 与 多 次 掷 仍 子 时 某 个 点 出 现 的 频率 相 联系 . 更 
一 般 地 ， 令 召 表 示 “ 所 出 现 的 结果 小 于 5 点 ”, 设 我 们 重复 据 %% 次 
仍 子 , 令 入 ,( 娟 ) 表 示 这 %% 次 结果 中 如 出现 的 次 数 ,于 是 召 出现 的 
频率 Q,( 马 ) = 入 ,( 加 ) /m, 我 们 有 理由 取 Q,( 召 ) 作 为 事件 如 出 现 的 
度量 .当然 @( 召 ) 与 % 有关, 而 且 当 % 增 多 时 ， 8, (如) 不 断 地 在 所 
动 , 甚至 摆动 很 大 . 但 若 %* 趋 于 无 穷 , 随 着 % 的 增 大 , 序列 @, (加 ) 
是 否 能 在 一 个 固定 值 的 很 小 范围 内 摆动 呢 ? 也 就 是 Q@,( 召 ) 是 否 稳 
定 到 一 个 固定 值 呢 ? 深究 起 来 ， 我 们 不 能 答 履 此 问题 , 因为 这 是 一 
个 永 不 完结 的 实验 . 但 在 数学 上 ， 我 们 可 以 理想 化 而 规定 这 个 极 
限 存在 ， 并 记 其 极限 为 Q(B), 这 就 是 QZ) 一 [mn Q(B), 并 称 
Q(B) 为 事件 加 的 直 党 极限 频率 . 但 这 个 极限 , 更 深究 起 来 , 仍然 
与 所 取 的 具体 的 实验 序列 有 关 , 即 对 第 一 个 人 作 的 实验 (假定 可 以 
作 ) 与 第 二 个 人 ,第 三 个 人 …… 所 作 的 实验 来 说 ,不 能 保证 他 们 能 
得 到 相同 极限 . 然而, 从 实际 的 直觉 , 我 们 需要 有 一 个 衡量 事件 加 
出 现 的 机 会 的 度量 ， 而 这 个 度量 将 比 只 作 一 次 n>oo 的 实验 所 得 
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的 记录 要 含有 更 多 的 东西 .一 个 能 够 维持 下 去 的 以 频率 为 基础 的 
理论 需要 假定 : 对 一 切 “ 相 类 似 ” 的 序列 而 言 , 上 述 极限 都 是 一 样 的 
等 于 Q( 如 ). 但 这 一 假设 里 ，“ 相 类 似 ” 的 含义 还 是 不 明确 的 . 所 
以 , 这 种 办 法 只 在 一 定 范围 内 可 以 有 效 , 而 且 , 在 直觉 的 常识 范围 
内 它 具 有 诱惑 力 . 这 里 , 我 们 不 去 穷 追 此 问题 . 下 面 将 对 事件 如 的 
概率 给 以 合理 的 定义 ， 在 此 定义 下 所 得 到 的 概率 理论 中 可 以 证 明 


一 个 基本 定理 : 在 某 些 条 件 下 , 事件 万 的 频率 了 如 ,对 实际 所 


有 能 考虑 到 的 序列 而 言 ， 它 的 极限 是 存在 的 ， 且 等 于 事件 有 的 概 
率 . 这 个 定理 就 是 大 数 定理 ， 它 是 一 切实 验 科 学 应 用 概率 论 的 基 
耐 , 而且, 在 理论 上 验证 了 以 频率 来 解释 概率 的 直觉 观念 . 

设 0 为 样本 空间 ， 其 中 的 事件 具有 样本 空间 里 关于 事件 间 
的 一 切 关系 及 运算 . 我 们 定义 每 个 事件 如 的 概率 P(B) 为 0 与 1 
之 间 的 实数 ， 它 度量 允 发 生 的 机 会 . 这 种 度量 ,犹如 力学 中 的 质 
量 的 度量 或 几何 学 中 距离 的 度量 ， 是 事件 所 固有 的 性 质 . 至 于 这 
些 度量 等 于 什么 , 怎样 测 出 来 的 , 用 不 着 再 作 其 它 假定 .但 当 人 们 
真 需 要 知道 概率 数值 时 , 就 需要 人 们 的 经 验 及 统计 方法 来 定 出 . 为 
了 演算 各 推理， 概率 或 称 概率 测度 应 具有 初等 概率 所 具有 的 三 个 
性 质 , 我 们 把 这 三 个 性 质 作为 规定 (公理 ): 

(i) 对 每 个 事件 B(CQ), P(E2) 之 0; 

(六) 对 任意 两 个 不 相 容 事件 1、Bs, 它们 的 并 ( 即 至 少 有 
一 个 发 生 的 事件 ) 召 十 如 的 概率 满足 . 

POBI+ BBs) = P(EI) + P(E,); 

(ii P(Q)=1. 

由 以 上 三 条 公理 , 可 以 推出 以 下 的 性 质 . 

(iv) 对 任意 事件 B&B, P(B)<1. 
这 是 因为 ,与 其 补 事件 Br? 之 并 等 于 样本 空间 2@, 即 B+ 了 = 
02; 了 村 是 ， 由 (请 知 P 了 (BB) 二 PCE)=P(Q)=1, 从 而 ， 由 人 知 
P(E)=1— P(EB°)<1. 
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(v) 对 任意 两 个 事件 Zi、 Bs, 且 如 CB2, 则 有 
P(E)<P(B;), P(Bs BE) = P(EB)—P(E). 
这 是 因为 Bs= Bi 十 (BA 瑟 )， 于 是 P(EBs)=P(B1)+P(BEa\D) 
> P(E). 

(vi) 对 任意 有 穷 个 事件 记 、B2、…、 了, 且 两 两 不 相 容 有 下 
列 的 有 穷 可 加 性 : 

也 (再 :十 盏 8 十 … 十 五 ) 一 三 (万 ) 十 卫 ( 酝 3) + PE,). 

(YY 六) 对 任意 有 穷 个 事件 百 :、 万 3:、…、 了 一 , 恒 成 立 下 列 布尔 
不 等 式 : 

P(E U ZU UE,) < PH) +… 十 P(D,) 。 
这 是 因为 ， 当 n=2 时 ， BiU Ks 一 BUBiBs， 对 右边 可 用 公理 
( 订 )， 得 P 了 CBU B2) 一 PP(BD) 十 P(EBIB9); 但 研 BoC 加，， 再 用 
公理 (v) , 即 得 也 (Ba Us 了 (五 ) 十 P(EBa). 对 一 般 的 w, 可 用 数 
学 归纳 法 米 证 . 

(viii) 对 任意 两 个 事件 Bi、Bs, 有 

POBIU EB2) + P(E NB,) = P(E)+P(E,). 
这 是 因为 ，P(B1U B23) 一 P(EBD +P(EB), 但 WB;s= Ba\ BN 
B;, 故 有 了 (EIU E83) 一 PB)+P(E;)—P BND). 

为 了 应 付 更 广泛 的 情形 ， 我 们 将 把 公理 (让 加 以 强化 ， 这 种 
强化 是 符合 客观 实际 的 , 而 且 由 它 推 得 的 结论 也 是 合理 的 . 公理 
(让 及 其 直接 推论 (Vi) 可 强化 为 “可 列 可 加 性 ”公理 

(ii") 对 两 两 不 相 容 的 事件 的 无 穷 序列 马 ( 其 中 =1,2,…)， 


P(U BH)-S PE). 


注意 ， ;| 及 仍 是 事件 ， 它 是 诸 瑟 (其 中 5 一 1 2, …) 中 至 少 一 个 


发 生 的 事件 . 
如 采 0 为 有 穷 个 点 构成 的 , 则 (化 为 人) .但 是 , 重要 的 是 
可 列 可 加 性 不 能 由 有 穷 可 加 性 (VD) 令 n>oo 而 得 到 .现在 让 我 们 
(1 


ER ed 


看 一 看 : 有 穷 可 加 性 可 写 为 
P(U)~- 写 P(EB)， 及 两 两 不 相 容 ( 一 1,…, m). 
当 w 增 加 时 ， 右 方 是 非 降 的 ， 而 且 其 和 不 超过 1, 故 右 方 有 极 恨 
jim P(B,) -加 P() .于 是 , 由 上 式 得 
lim P(U 及)= POEB). 
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欲 使 此 等 式 化 为 可 列 可 加 性 , 需 成 立 下 列 关 系 . 
lim P(U B) ~ P(U 如) =P(lim UU 如 小 


Noo 00 和 一 


但 是 , 此 式 两 端 需要 运算 “im> 与 “P” 可 以 互 换 ， 如 果 读 者 学 过 
微 积分 , 就 会 知道 这 种 互 换 不 是 随便 可 以 进行 的 , 而 是 有 条 件 的 . 


二 、 基 本 性 质 


| 事件 的 独立 性 


独立 性 是 概率 论 特有 的 概念 ， 考 虚 “ 甲 扔 硬币 ， 乙 找 骨 子 ”的 
实验 , 求 事 件 “ 硬 币 出 现 正 面 、 并且 改 子 出 现 5 或 6 点 ”的 概率 , 车 
把 硬币 出 现 正面 记 作 事件 4,“ 骨 子 出现 5 或 6 点 ” 记 作 事件 
了 3， 则 欲求 的 概率 就 是 事件 4 门 B 的 概率 ， 整 个 实验 的 简单 事件 
的 总 个 数 为 12, 而 旦 是 等 可 能 的 .4 所 含 简单 事件 的 个 数 为 6,B 
包含 简单 事件 的 个 数 为 4《( 邑 ，( 正 , 5),( 肥 , 5),《 正 ，6),，( 反 ， 


6)), 而 4 站 B 所 含 简单 事件 的 个 数 为 2， 于 是 P(4)- 襄 到 ， 
P(B) 一 -每 = 吉 , P(4NB)= 训 ~ 攻 ， 由 此 可 知 P(ANB)- 


P(4)P(8). 对 于 任意 两 个 事件 和 和 B, 如 果 它 们 各 自发 生 的 概 
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率 与 它们 同时 发 生 的 概率 满足 PL4NB)=P(4)P(B)， 则 称 它 
们 为 相互 独立 的 、 结 合 上 例 , 独立 性 这 一 定义 与 直观 是 一 致 的 , 因 
为 甲 和 乙 作 实验 是 单独 进行 而 互 不 影响 的 . 

对 于 个 事件 41、42、…、4,, nn 之 2, 如 果 对 所 有 可 能 的 1< 
人 1 一 53< 居 < 友和 mn0( 其 中 2<7<) ， 都 成 立 

P( 门 4)= 英 PC4)， 

则 称 这 个 事件 相互 独立 。 以 上 的 关系 式 需 要 对 1 一 2,…,% 和 
任意 工 入 和 志和 <<… 和 << 交 窒 交 都 成 立 , 缺 一 不 可 。， 这 可 由 下 面 的 例子 
说 明 : 4. DB、C 三 个 事件 是 两 两 相互 独立 ， 但 非 相 互 独立 . 考虑 
一 个 正四 面体 ,一面 为 红色 ,一 面 为 蓝 色 , 一面 为 黄色 , 剩 下 的 那 面 
为 红 、 蓝 、 黄 三 色 . 以 4、B3、C 分 别 表示 撕 四 面体 时 ， 朝 下 的 一 面 


出 现 红 、 蓝 、 黄 的 事件 . 于 是 P(4) ~ 了 P(B) = P(O) 一 互 ， 且 
P(4B) ~ PC4O) = 了 (BO) = 二 .由 此 知 和 4、B、0 两 两 相互 独 
立 ， 但 P(480) ~ 子 , P(4)P(B)P(0) ~ 言 , 不 满足 %~1=3 


所 要 求 的 条 件 ,所 以 事件 4、B、O 不 相互 独立 . 

1 鲍 ] 《〈 伯 努 利 (Jacop Bernoulli, 1654~1705) 实验 ) 对 相同 
条 件 下 重复 的 同一 实验 ， 独 立 性 是 很 有 用 的 . 例如 重复 扔 硬币 
次 ,m 之 3, 则 整个 重复 试验 的 结果 是 由 “正面 *“ 反 面 ”组 成 的 长 为 
n 的 序列 ， 我 们 常常 把 “ 正 ”、“ 反 ?分 别 量化 为 对 ，“0”， 或 “1” 
“一 1”， 现 采取 前 面 一 种 量化 , 于 是 重复 扔 硬币 % 次 的 实验 结果 是 
由 “0”、“4” 组 成 的 长 为 % 的 序列 ， 例 如 m= 一 9，(110010100) 就 是 
一 个 结果 . 对 重复 扔 % 次 ,一 共有 2” 个 这 样 的 序列 ， 由 对 称 性 假 
设 及 独立 性 ， 每 一 个 简单 事件 即 出 现 某 一 “0 ”4 mn 序列 的 概率 


为 元、 如果 把 对 称 性 假设 去 掉 ( 有 这 类 的 实际 问题 ), 并 设 出 现 1 
的 概率 为 (三 )， 而 出 现 0 的 概率 自然 是 1 一 p( 记 为 g)， 现 在 


用 数学 公式 来 表示 ， 设 了 ,为 这 % 次 重复 试验 中 的 第 5 次 的 结果 ， 
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于 是 
P(X,=1)=p, P(X,=0)=1—p=g, $=1, …, nn. 
令 st 为 等 于 0 或 等 于 工 的 数 (G6 一 1,2, …, 四， 于 是 对 任 一 串 特 
定 的 E61, £82、*'’~、 8Bn, 由 独立 性 有 
P(Xi=81, Xs—839,.…, 太一 8;) 
— P(Xi1=61) P(X = 82).…P(X,= 8,). 
此 式 右 方 每 项 或 等 于 2， 或 等 于 0. 如 果 庄 21， 83， ”3 Sn 中 有 7 
个 为 1, 9 一 个 为 0 则 上 上 等 式 的 右 方 等 于 29” .注意 到 对 于 重 
复 扔 郊 次 的 实验 ,立交 表示 出 现 正面 的 次 数 ， 但 "不 等 于 
“ 恰 出 现 j 个 正面 * 的 概率 , 而 只 是 “出 现 一 个 特定 序列 , 其 中 恰 有 
3 个 正面 ”的 概率 ， 例 如 “前 7 个 为 正面 以 后 的 都 是 反面 "的 概率 . 
为 了 计算 “ 怡 出 现 j 个 正面 ”的 概率 ， 我 们 必须 数 一 数 共有 几 个 特 
定 的 序列 ,其 中 恰 有 个 正面 - 易 知 这 个 数目 等 于 O04 一 了 cz 
如 果 令 5, 一 总 子 ,, 那 么 {5, 一 让 就 是 事件 “ 恰 出 现 j 个 正面 ”. 故 
由 概率 的 可 加 性 ， 可 知 
Pi{S,=7} = BP{X1= &1, 太 ， 一 89， ”3 ,一 6,} 

一 之 下 (人 1 一 8 有 (有 3 一 8 有 (和 一 So) 

= O04p'(1—p)", j=0, 1, ,nn 
这 个 公式 叫 作 伯 努 利 公 式 ， 85， 的 分 布 Ofp(1 一 ”一 O14prg” 叫 
做 二 项 式 分 布 . 


2. 随机 变量 及 分 布 图 数 


以 扔 硬币 一 次 为 例 ， 我 们 把 样本 点 “ 正 ” 与 “ 反 ” 分 别 量化 为 1 
与 0， 扔 一 次 的 结果 用 马 (o) 表示 ， 当 w=“ 正 ”时 , 节 (@) =1， 
9 一 “及 "时 ， (ww) 一 0. 这 时 革 (@9) 就 是 随机 变量 .又 如 上 面 的 
例子 中 的 S。, 也 是 随机 变量 .其 中 的 @ 为 (81, sa …, 5s)， 而 
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BS,(81，82，…， 8n) 一 了 当 且 仅 当 (81,…, s,) 中 在 特定 的 j 个 位 置 
上 为 1, 其 余 的 为 0， 又 如 8= {wo1,…, 0 为 n 个 人 所 组 成 的 样 
本 空间 (以 o 对 人 编号 )， 于 是 随意 抽查 其 中 一 人 的 身高 和 体重 ， 
就 可 用 两 个 随机 变量 全 和 了 表示， 它们 分 别 是 8 上 的 函数 . 
玉 (wy) = “ax 的 身高 ”了 (ow) 一 “ow 的 体重 ”一 1 2, …, %. 一 
般 说 来 , 一 个 随机 变量 也 是 一 个 定义 于 样本 空间 上 的 函数 , 但 这 
个 函数 有 随机 性 ， 即 它 依赖 于 样本 点 的 随机 性 ， 闷 所 取 的 值 可 以 
是 离散 的 (如 掷 股 子 的 点 数 只 取 工 到 6 的 整数 , 电话 台 收 到 的 呼叫 
次 数 只 取 非 负 整数 )， 也 可 以 在 一 个 数值 空间 或 整个 实数 轴 上 取 
值 . 

在 研究 随机 变量 的 性 质 时 ， 确 定 和 计算 它 取 某 个 数值 或 落 入 
某 个 数值 区 间 内 的 概率 , 是 特别 重要 的 ， 因 此, 使 随机 变量 取 某 个 
数值 或 落 入 某 个 数值 区 间 的 简单 事件 的 集合 ， 应 当 构 成 实验 的 事 
件 、 根据 这 样 的 要 求 ， 取 实数 值 的 随机 变量 的 数学 定义 是 : 及 为 
2 上 的 实 值 函数 ， 且 对 任意 实数 w， 使 和 (oo)<z 成 立 的 一 切 o， 
即 {o| 球 (o) 和 cy+ 是 事件 , 它 常 简 记 为 { 瑟 入 他 . 

在 一 些 场合 要 同时 考虑 多 个 随机 变量 ， 例如 气体 分 子 运动 
时 ， 可 用 闷 (o) 与 了 (ew) 分 别 表示 一 个 气体 分 子 的 水 平 与 垂直 速 
度 〈 因 为 大 量 分 子 相 互 碰撞 ， 一 个 气体 分 子 的 运动 是 随机 性 的 )， 
于 是 \/ 束 十 芒 表示 这 个 分 子 的 绝对 速度 ,这 也 是 随机 变量 ， 粗 
略 地 说 , 若 f(w, 四 为 z、y 的 二 元 函数 , 具有 一 定 的 光滑 性 , 卫 、 了 
为 随机 变量 ， 则 了 (五 , 了 ) 也 是 随机 变量 ， 例 如 五 圭 了、 也、 地 
(其 中 了 天 0) 以 及 它们 的 线性 组 合 4 节 十 b 了 都 是 随机 变量 . 

现在 我 们 再 看 看 日 常生 活 里 是 如 何 用 到 随机 变量 的 ， 常 常 是 
预先 直觉 地 知道 某 些 变量 具有 随机 性 . 事实 上 ， 人 们 在 讨论 随机 
谈 量 了 、 了 等 等 时 ， 往往 并 不 必 为 确定 样本 空间 8 所 困扰 ， 形 式 
的 数学 结构 只 供 必要 逻辑 推演 的 攻 后 背景 ， 但 不 必 每 次 用 到 概率 
语言 时 都 把 数学 构架 拉 到 前 台 ， 例如 以 图 书 印 刷 为 例 印 数 在 
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1000 本 以 内 每 本 成 本 为 3 起 从 1000 本 以 上 到 5000 本 时 ， 这 数 
日 中 的 每 本 书 的 成 本 减 至 2 元 , 超过 5000 本 的 每 本 书 的 成 本 减 为 
1 元 .厂家 所 能 假定 的 是 如 何 定 出 售 价 ， 书 店 在 最 初 印 1000 册 ， 
而 且 定 为 每 本 5 元 ， 在 这 行为 中 ， 随 机 性 表现 在 出 售 的 册 数 . 这 
寺 如 果 能 出 售 1000 册 ， 他 就 赚 2000 元 ; 但 有 积压 时 , 也 不 致 于 大 
赔本 令 于 为 出 售 册 数 ,了 表示 厂商 的 赔 赚 , 于 是 , 下 是 随机 
的 ,所 以 了 也 是 随机 变量 , 而 且 它们 之 间 的 关系 如 下 : 

5X — 3000, 当 及 <1000 时 ; 

7-| 2000 十 3( 卫 一 4000)， 当 1000 一 总 入 5000 时 ; 
14000 填 4( 及 一 5000)， 当 于 >5000 时 . 


根据 以 上 关系 , 我 们 可 提出 出 版 图 书 赔 钱 的 概率 是 多 少 , 这 就 是 计 
算 下 列 事件 的 概率 . 

{5 闷 一 3000 一 0 = { 和 一 6001. 
同样 可 以 提出 图 书 出 版 者 至 少 赚 10000 元 的 概率 是 多 少 这 就 
是 计算 下 列 事件 的 概率 . 

{2000 十 3( 于 一 1000) 之 10000} U {对 >5000} 


一 全 > P+ 1000| U {XX >>5000} 


一 {守之 3667} U {二 5000} 
一 {了 邓 之 3667}. 


因为 {>>5000}C{ 之 3667}, 计算 上 述 事件 的 概率 ， 就 分 别 化 
为 求 事件 {了 二 600} 及 人 人民 关 3667] 的 概率 , 亦 即 事件 {对 <599} 
及 世人 >36661 的 概率 (因为 了 取 非 负 整 数 ).。 由 此 可 见 ， 对 一 个 
随机 变量 立 来 说 对 每 个 实数 zw, 知道 事件 {XX<w} 的 概率 
Pt{X<w} 就 是 了 解 了 六 的 规律 ， 我 们 称 P{X<w} 一 了 了 (w) 为 随 
机 变量 所 的 分 布 函 数 . 由 于 六 的 取 值 范围 不 同人 的 分 布 函数 
分 为 离散 型 的 与 连续 型 的 。 例如 电话 人 台 每 天 收 到 呼叫 的 次 数 了 
是 取 值 于 (0 1, 2,…) 中 的 随机 变量 , 这 时 的 概率 可 以 写 为 
16 


P{X -对 -mm Dn! 


而 分 布 郴 数 为 
FP(o) = Dp—P{X<Y. 


它 的 图 形 为 如 图 7 所 示 的 阶梯 函数 , 在 每 个 处 有 一 个 跳跃 , 跳跃 
的 高 度 为 px 


‘ Fry 


7 
如 果 随 机 变量 六 到 值 为 整个 实 轴 , 那么 它 的 分 布 函数 
Fm) = P{X ZL}, 一 c<Z<<co 


是 非 降 的 函数 ， 而 且 
lim F(x) — lim P{X<w} =0, 


lim F' (w) = -+1. 
这 时 2(o) 的 图 形 一 般 形 状 为 如 下 图 形 : 


ep ea ep pep le it 一 


CT 


图 8 


这 里 , 分 布 孙 数 可 以 在 可 列 个 (wm) 上 有 跳 唉 , 其 跳跃 的 高 度 分 别 为 
Co 一 已 (ci 一 )， 
此 处 了 (wz 一) 一 lim F(zx)， 而 且 对 任意 4<b, P(g< 芷 <0)= 
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Fo)—F(o). 
常见 的 分 布 汽 数 是 具有 概率 密度 的 分 布 函 数 ， 即 其 概率 密度 
Pp (%) -0 Fw), 
这 时 必 有 
FP(o) =P(F<D) -| pa (| pW au=1), 
P(g< 了 <b) -| pw, 


P(s<X<w+ 4) -| iz (w) du p(w) dx. 


密度 函数 2(2) 为 非 负 画 数 ， 而 且 它 的 图 形 与 轴 之 间 所 围 的 面积 
为 1. 
常见 的 概率 密度 为 正 态 分 布 . 
1 em 
ya 2"” ,o>0, 
其 图 形 为 锅 形 ， 以 直线 y =m 为 对 称 轴 ( 图 9). 常 把 此 分 布 记 为 
Nm, o). 

”如 果 同 时 考虑 多 个 
随机 变量 ， 就 称 为 多 元 
随机 变量 ， 从 而 形成 多 

9 维 分 布 唔 数 及 密度 负数 
的 概念 。 为 简便 计 ， 只 以 二 元 情形 为 例 ， 这 时 有 两 个 随机 变量 
之 .了 了. 如 果 工 和 了 的 取 值 范围 都 是 离散 的 ， 分 别 为 mw (其 中 
一 0， 1，2,…) 及 (其 中 3=0, 4,2,…), 于 是 (对, 了 ) 的 二 元 
分 布 为 

PiX=w, Y= 一 Py， 其 中 纪 3=0,1,2,…. 
由 此 可 以 计算 与 ( 层 , 了 ) 有 关 的 事件 的 概率 ， 特 别 是 求 单个 总 的 
分 布 时 ， 则 需 使 了 取 遍 所 有 W (其 中 5=0, 1 2, …)， 这 就 是 马 
的 边际 分 布 
18 


P(XR=%)= Bp 


对 了 的 边际 分 布 , 也 同样 有 : PCY ~y) 一 沁 pw， 要 注意 上 只 知 各 


分 量 的 边际 分 布 一 般 说 来 不 能 求 得 (对 ,了 ) 的 二 元 分 布 (联合 分 
布 ). 

对 取 什 于 整个 二 维 空间 的 二 元 随机 变量 (及 , 了 ), 我 们 定 访 
二 元 联合 分 布 为 

P(A, Ye<y) = PF(y, y), —00<v Yo. 
这 个 分 布 具有 下 列 性 质 ， 令 m (zx, 9) 一 下 (2，ce)， 则 有 
Flw, 00)= P{X<w, YAo0o} 
= P{X<w}, 

因为 “了 一 ce 实际 上 是 对 开 不 加 限制 、 作为 互 的 函数 妆 (o， 
oo) 是 蒜 的 边缘 分 布 函数 同样， 了 的 边 毕 分 布 阔 数 为 Fl(o0, Y) 
= lm F(w, y). 

常用 的 二 元 分 布 (连续 值 的 ) 是 具有 概率 密度 pp (%, 9) 的 分 
布 函 数 . 


0<p(c W -BB Flo 用， 
全 位 nw, dudv=1, 
P(X<z, YY) -人 | zc v) dvady, 
P(Y <Y) -| | pl, vw) dudv, 
P(X<Y) -| | pc v) dudv 


-| CU pu, Vay, 
PIXE[z, vt+drl, 了 EL yt hy]) p(y, Y) AvAy. 
对 于 随机 变量 叉 、 了 了, 如 果 由 它们 所 引起 的 事件 是 相互 独立 
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的 ， 那 么 我 们 称 这 二 个 随机 变量 为 独立 随机 变量 . 对 取 离 散 值 的 
随机 变量 , “独立 性 ?意味 着 对 一 切 可 能 值 w、 ys, 有 P{ 人 =z 了 
一 gy 站 一 PP( 卫 =m)P(Y gy;); 对 取 连 续 值 的 情形 , 独立 性 表现 为 : 
对 一 切实 数 ww 有 P{X<w, 了 F<y}=P(X<w)P(Y<y). 对 
任意 有 穷 个 随机 变量 下 1、 忆 3、…、 马 。， 也 可 以 定义 它们 的 相互 
独立 性 , 这 和 事件 的 独立 性 完全 相 类 似 . 


3. 数学 夫 旱 


对 随机 变量 而 言 , 只 要 完全 知道 它 的 分 布 函 数 , 我 们 就 知道 了 
与 此 随机 变量 相应 的 随机 现象 的 规律 ， 从 而 可 利用 此 规律 解决 实 
际 问 题 . 但 是 ， 有些 与 分 布 有 关 的 量 也 是 很 有 用 的 ， 随 机 变量 
的 数学 期 望 ( 或 称 期 望 , 或 称 均值 ) 是 分 布 的 很 重要 特征 量 , 它 的 定 
义 来 目 习惯 上 上 的 “平均 ”这 个 概念 . 假定 由 家 庭 所 构成 的 样本 空间 
(总 体 ) 中 ， 有 天 个 小 孩 的 家 庭 有 上 wm 个 , 其 中 和 =0、1、2、…… ， 于 
是 家 庭 的 总 数 为 吕 一 mo 二 ai 十 na 十 ……- ， 而 小 孩 的 总 数 为 m= 二 ni 十 


2ns 十 3ns 十 …， 于 是 , 每 个 家 庭 的 小 孩 平均 数 为 一 一- 二 十 2 十 
3 全 十 …。 由 概率 与 频率 的 相似 性 的 启发 ， 我们 给 出 “期 望 * 的 如 
下 定义 : 五 的 数学 期 望 对 定义 为 
BX= TO PO)} -D0) PE)}. 
这 里 吕 为 离散 的 样本 空间 即 8 (oa ws,…)， 当然 需要 此 级 数 
是 收敛 的 , 即 需要 绝对 收敛: 
畔 | 工 (o)1P(Co)<co， 
这 时 ， 我 们 称 了 的 “期 望 ”存在 .为 了 计算 了, 我 们 给 出 如 下 
的 方法 . 设 如 可 以 分 解 为 不 相交 前 子 集 4,: 即 Q=[ J 4, 使 得 
和 (@o) 在 4, 取 同一 值 w， 即 王 (o) = 加 当 wE4 时 ， 这 里 mm 可 
以 不 必 全 不 相等 ， 就 有 
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EX= Sa,P(A,). 


这 个 式 子 是 把 定义 式 中 的 w 首先 划 归 成 子 集 4, 然后 再 对 % 求 
和 .特别 要 指出 的 是 , 定义 式 还 包含 卫 的 一 些 函数 的 期 望 : 
Bo(X)= p(X0)) Po = D9 a) PA). 


特别 , 取 p(z) =|z|', 吾 | 互 | 叫做 互 的 > 阶 绝对 和 矩 . 忆 一 五 科 
仍 是 一 个 随机 变量 , 它 指 二 阶 矩 再 ( 互 一 召 台 )2 一 盏 和 2 (五 总 )2 出 
做 到 的 方差 , 记 作 中 (了 ). 
设 全 1、，…、 于 ,都 是 具有 有 穷 期 望 值 的 随机 变量 ， 则 它们 的 
和 的 期 望 存在 ， 且 有 吾 ( 尺 1 十 … 十 及 ,) 一 (及 1) 十 如 ( 习 3) 十 … 十 
五 (和 .只 需 对 两 个 随机 变量 加 以 证 明 ， 应 用 前 面 的 符号 知 
EXTEY ~ ZrP( X=%, FY = 0,) 


ty T=, FY = yx), 


求 和 是 对 (wy, yx) 跑 遍 一 切 可 能 的 值 ， 由 于 右边 的 第 一 项 和 第 二 
项 都 绝对 收 伍 , 从 而 得 出 my) PT 了 一 yy)， 这 就 等 于 
(XX 二 + 了). 不 难 证 明 ， 如 果 芋 、 了 为 相互 独立 的 随机 变量 ， 则 
EB(XY)- HXYRBY. 
[ 例 1] 重复 扔 硬币 直到 正面 出 现 ， 令 革 家 示 直 到 正面 出 
现 所 扔 的 次 数 ，{ 了 于 =m} 就 意味 着 扔 到 第 % 次 时 才 出 现 正 面 , 而 前 
% 一 1 次 都 出 现 的 是 反面 ， 这 时 由 独立 性 知 
Pn 全 了 (让 一 1) == 忆 ( 反 …… 反正 ) 
又 …… 以 七 


一 卫 ( 反 )…P( 反 )P( 正 ) = 到， 
LURE (RP 


于 是 HBX-T 2. 


n=1 2" 


这 和 直观 相符 , 平均 说 扔 二 次 即 可 出 现 正面 ， 如 果 硬 币 不 是 
理想 的 , 即 P( 正 ) 一 p( 姑 去 ), 了 ( 反 ) 一 1~p=g, 这 时 p=P{ 下 一 
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nn} 一 0 0 从 而 有 
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EX = p>2 mpg 一 全 (% 十 工 ) on 一 romp 
随机 变量 XX 叫做 出 现 正面 的 等 待 时 间 ， 如 果 把 正面 解释 为 “成 
功 ” 则 革 叫做 “成 功 ” 的 等 待 时 间 ， 互 的 分 布 为 ps (其 中 w=1， 
2,…), pn 一 9"p， 此 分 布 叫 做 以 “成 功 ” 概 率 为 p 的 几何 分 布 . 

仍 考虑 但 努 利 实验 . 令 5， 为 重复 扔 次 非 对 称 硬币 时 出 现 
正面 的 次 数 , 这 时 第 4 次 扔 硬币 的 结果 是 随机 变量 了 ,于 是 S,= 
和 1 十 … 十 和 ,而且 

P(S,=E)=Orprg"*, k=0, 1, .…, n. 


由 此 知 力 9, 一 总 8O%prg"* 一 np， 还 可 利用 求 期 望 的 加 法 公式 计 


算 : 因为 加 ,=p( 其 中 $=1,…, n), 效 有 
BS, = 她 (Xi 二 TT… 十 卫 ,) 一 五 和 1 十 十 五 总 一 1. 
[ 例 2] 合 里 盛 有 A 个 标 有 号 码 革 到 站 的 球 ， 随意 取出 一 
个 , 记 其 号 码 , 放 回 去 ; 再 随意 到 一 个 记 其 号 码 ， 连续 作 次 , 令 互 
表示 这 次 抽取 所 记录 的 nr 个 号 码 中 的 最 大 数 . 事件 {了 << 队 表 
示 这 2% 个 记录 中 每 个 号 码 都 不 大 于 & 《其 中 8 = 2,…, 和)， 故 


P{< 且 一 ( 知 )，, 而且 
P{ 对 = 寻 一 P{<h 一 P{X<h—1} = 
由 此 可 知 
EX- DHP(T-D-N"{N" -1D" 


当 % 相 当 大 时 ， 忆 (4 一 1)" 约 等 于 Wm/n++1, 故 有 

~ 

THT 
这 个 式 子 很 有 用 。 例如 一 个 城市 有 一 万 辆 汽车 , 其 牌号 由 1 到 
10000。 我 们 随意 观察 100 辆 ， 由 上 可 知 记录 的 最 大 号 码 的 期 望 
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BY 10000 必 9901, 这 个 数 可 以 作为 10000 的 估计 ， 二 次 


世界 大 战 时 , 曾 用 此 法 估计 敌 方 生产 某 种 产品 的 总 数 . 
上 面 所 讲 的 ， 是 离散 样本 空间 中 随机 变数 的 数学 期 户 .。 如 果 
样本 空间 不 是 离散 的 ， 随 机 变量 对 的 分 布 为 F(z), 具有 概率 密 
度 p(w), 随机 变量 和 的 期 望 应 如 何 计算 呢 ? 可 用 以 下 的 粗 栈 方法 
一 00 过 01 过 za 之 一 之 mn 过 co (很 大 ) 


于 是 
P(m< 人 ERED 一 DO (Pri— vi) (有 器 度 情形 》 
一 了 (or 一 了 (zm)。 (一 般 分 布 的 情形 ) 
蔷 的 期 望 可 用 下 式 通 近 
Saip (nm) (ort1—m) (有 密度 情形 ) 
或 | 
之 (FP (mn) — Fw)). (一 般 分 布 的 情形 ) 


当 久 增 大 , 而 且 相 令 的 分 点 4、 zri 之 间 的 距离 越 来 越 小 ， 上 列 两 
个 和 分 别 趋 于 ， 
wp (xz) cc， | zdF (%), 


如 果 这 两 个 积分 存在 . 从 下 面 的 比较 表 , 容易 看 出 各 种 情形 之 间 的 
相似 状况 : 


离 散 人情 形 有 密度 情形 一 般 情形 
样本 空间 | ww i12 | -mc<o<o | -wv<o 
Pla<X<b)| ,DB, PX) 一 oo) | p(wau FO) F(a) 

P(X<o) ,D PIX(W) ~a,) [pwau rg) 
Ey Ban PR (0) —on) | wp (uau 全 waF (ut) 
限制 条 件 | 避 lowj PX)=a) < | flptdar< ol 六 exeo<a 
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此 外 , 对 一 些 函 数 P, PS) 的 期 望 定义 为 
pp(Z) -| ppd 或 | epGoOaP Go， 


如 果 积 分 存在 的 话 . 

[ 例 31 电话 人 台 的 每 两 次 相 邻 的 呼叫 之 间 的 时 间 间 隔 是 一 个 
随机 变量 ， 很 长 的 公路 上 一 个 观察 站 观察 相继 两 辆 车 过 此 站 的 时 
间 问 隔 也 是 一 个 随机 变量 . 这 类 随机 变量 叫做 等 竺 时 间 , 记 和 帮工 . 
在 解决 打 电 话 难 或 车 辆 拥挤 的 现象 时 ， 等 待 时 间 了 及 其 期 望 EL 
是 很 重要 的 参数 ， 根 据 经 验 , 一 般 取 等 待 时 间 了 的 分 布 为 指数 分 
布 , 其 参数 为 w>0， 即 其 分 布 密度 p(w) 为 

x6-“2， 当 w 宕 0 时 ; 
?C9)—{0 当 w 过 0 时 . 
由 此 知 分 布 函 数 为 


P{T<H = FO-| plo)do-1—e0", 
0 
BT -人 aueraudu 一 工 . 
0 [| 


由 此 可 知 , o 愈 小 , 平均 时 间 间 隔 愈 长 .平均 时 间 间 隔 愈 短 表示 交 
通 僵 繁忙 , 参数 ac 叫 作 强 度 ， 强度 大 , 表示 繁 生 程度 大 . 


4. 条 件 概率 及 条 件 贿 望 


想 计算 独立 事件 同时 发 生 或 独立 随机 变量 分 布 时 ， 求 各 自 的 
概率 或 各 自 的 分 布 的 乘积 即 可 . 但 对 不 独立 的 事件 ， 计 算 同 时 发 
生 的 概率 就 需要 条 件 概率 , 设 一 个 城市 有 依 个 男人 和 型 个 女人 ， 
其 中 患 色盲 者 男性 为 % 人 ,女性 为 m 人 .用 2 表示 全 体 居 民 的 集 
合 ， 其 中 的 点 为 好 T 太 个, 4 表示 女性 居民 的 集合 ， 其 中 的 点 为 
MH 个 , B 表示 全 体 色 育 患 者 的 集合 , 其 中 的 点 为 mw 十 n 个 . 某 厂 要 
招 一 名 化 验 员 , 要 求 不 是 色盲 者 , 问 任 意 一 位 应 招 的 女性 , 被 厂 方 
拒绝 的 概率 多 大 ?这 里 要 求 的 就 是 事件 “女性 中 色 育 患者 ”的 概率 ， 
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用 记号 表示 为 P(BI4)， 按 等 可 能 性 原则 ， 
P(BIA) mM+N P(AB) 


= 


M/MIN “PeA) 
或 P(4B)P(B|4)P(4).， 把 此 钰 推广 到 任意 两 个 事件 4 及 
B 上 , 我们 定义 ;已 知事 件 4 发 生 时 , B 发 生 的 条 件 概率 为 


P(B|4) -全 人， 这 里 P(4)>0. 


这 个 条 件 概 率 简称 为 “已 知 4 时 , B 的 条 件 概率 ”或 “B 关 于 4 的 
条 件 概 率 ”， 当 了 (4)=0 时 有 P(4B)=0, 这 时 P(B|4) 成 为 


让, 此 时 没有 意义 (实际 上 也 无 用 )， 所 以 当 我 们 用 到 条 件 概率 时 ， 


总 想到 了 (4)>0， 例 如 , 在 重复 扔 硬币 的 实验 中 ， 已 知 前 三 次 出 
现 反面 , 问 再 扔 二 次 而 出 现 正面 的 概率 是 多 少 ? 如 本 书 第 21 页 中 
的 例 1, 含 对 为 出 现 正面 的 等 待 时 间 , 则 所 要 求 的 条 件 概率 为 
P(A<X<5) 
P(X<5| 守 守 4) PEEL 
已 经 算 过 了 (=m) 一 pg" (其 中 n=1, 2,…), 由 此 知 


_ SS na-1 GP _ ,3 
P(X>4 -2p -Ty 


Pl(4<ZX<5) =gpigip, 
故 P(X<5|X>4) ~p+gp. 


此 外 还 有 P(1< 邓 所 2) 一 2 十 02， 比较 这 两 个 等 式 的 右 方 , 可 知 前 
”三 次 出 现 反 面 不 影响 今后 出 现 正面 的 等 待 时 间 的 概率 ， 这 现象 可 
以 事前 想象 得 到 ， 但 这 一 结果 是 由 于 每 次 重复 扔 硬币 中 的 各 次 实 
验 是 相互 独立 的 . 

已 知 条 件 4 时 , 任意 事件 的 条 件 概 率 可 记 作 P(. | 4)，“… ”可 
以 取 任 何事 件 , 这 样 一 来 D(C: | 捕 满 足 概 率 的 公理 ()、Gi)、Gii)， 
即 P(BI4) 宇 0, 对 任意 事件 B; 洛 人 站 Ba=B, 则 PCB Ba|A4) 
=P(B1|4)-+P(Bs| 4); P(Q|4) = 工 如 果 对 某 个 B, P(B|4) 
=P(B), 于 是 有 了 (4B) =P(4)P(B|4) = 卫 (4) PCB)， 这 表明 
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Mm he nt eee = ee EE fe pte 


4 如 相互 独立 .关系 式 P(B|4) 一 P(B) 可 解释 为 不 论 有 没有 
“已 知 4” 的 条 件 ，B 的 概率 不 变 , 这 也 就 是 4、B 相互 独立 的 直 
关于 条 件 概 率 , 有 三 个 重要 公式 . 
(i) 一 般 乘 法 公式 设 轧 、 轧 、…、 加 ,为 究 件 ，n 之 2， 
PLBiR…B,1) >0, 则 有 
PIB BY.B,) = P(E)P( ERE) PEs BH;) 
P(E,| BBE,1). 
把 这 个 公式 应 用 到 随机 变量 1、 了 节 9、…、 及 ,上 , 可 得 
P{XiI<o, 
= P{Xi1<o} P{XoE ra| X10 P{RsE ws | X11E wi, 
XT} P{ SD} 
(这 ) 全 概率 公式 设 瑟 !、 互 9、… 为 事件 序列 ， 两 两 不 相 容 ， 


P(D 妈 )=1, 有 对 一 切 $ 有 了 (E>>0, 则 对 任意 事件 恕 , 有 
P(E) -BP(B|E)PE). 


Gii) 贝 叶 斯 公式 “在 (加 的 条 件 下 ,对 任意 正 概率 事件 思 
有 
PBIB,) P(E,) 
DPE) PBIE) 


幢 叶 斯 公式 可 以 计算 “ 反 概 率 ”, 即 基于 观察 到 的 后 果 事 件 召 计算 
出 “原因 ”2B, 的 概率 , 这 就 是 通常 所 谓 的 “ 执 果 循 因 ”. 此 时 卫 ( 刀 ) 
叫做 先 验 概 率 , 而 P(E,| 轧 ) 为 原因 加, 的 后 验 概率 .， 贝 叶 斯 公式 
很 有 用 , 例如 恕 是 一 件 凶 杀 事件 , 而 B, 为 许多 被 怀疑 的 凶手 (w= 
1, 8, …)， 于 是 由 先 验 PCB,) 及 P(B|B,) 可 以 计算 P(E,| 有 EB)， 
从 而 判定 及 中 哪个 后 验 概率 最 大 , 它 就 是 怀疑 最 大 的 人 . 

条 件 期 望 定义 为 对 条 件 分 布 所 取 的 数学 期 望 . 设 了 、 了 为 随 
机 变量 ， 它 们 的 联合 分 布 为 了 (w, Y) = 了 1X<z, 了 <y}, 欲求 当 
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P(E,|E) = 


已 类 Z< 和 入 z 十 4 时 ,了 的 条 件 分 布 的 期 望 时 , 先 求 条 件 分 布 


Pfz< 筷 和 24 了 过 人 
EE 


FE dF (u, v) 


P{Y<y|s<X 和 <r Ar} = 


于 是 条 件 期 望 为 
| vaF (wu, 21) 
EY|z<XF<r+Ar) 一 -2 一 . 
| | dF (wu, v) 


下 面 再 举 历史 上 有 名 的 配对 问题 .这 是 应 用 条 件 概 率 的 一 个 
典型 例子 . 设 有 %% 个 信封 , % 张 信 纸 , 分 别 编 号 为 1 到 m.， 把 信纸 
随意 装 进 信 封 里 , 一 个 信封 恰 装 一 张 信 纸 , 求 “没有 一 个 对 上 号 ”的 
概率 Po,， 以 及 “ 恰 有 ?7 个 对 上 号 ”的 概率 P,, 这 里 7=1, 3, …, 

用 4, 表示 事件 “第 i 张 信 纸 恰 装 入 第 个 信封 ”, 则 P(42 一 


鞋 ， 在 4 发 生 的 条 件 下 第 了 (人 张 信 纸 只 有 m 一 1 个 信封 供 它 
选择 ， 故 P(4i|40 一 一 二 ,因此 P(4,42) 一 P(44| 4)P(41) = 


1 和 3 ? | 7 2 = 
ny 类 似 地 ， 对 I< 和 之 训 之 …< 之 甸 <n, 有 P(4，…4,) 
1 
nn OO—1).…m—7r+1)’ 从 而 
_ 1 1 
en ed) On nn—1) nr 7] 


根据 逐步 淘汰 原则 , 至 少 有 一 个 对 上 号 的 概率 
P(U 4,) -> P(A4,)— 1 Aid) 十 .…。 
TD 1<# 之 , < P(AsA) + 


+ (—D)"1P(AsAs……A,) 
贤 ( 1) Y 一 了 
r==i | 


. 
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再 计算 已， 由 于 对 指定 的 某 * 张 信纸 ， 它 们 都 对 上 号 的 概率 
1 
为 nm mr tL)’ 余下 的 % 一 7 张 信 纸 没有 一 张 对 上 号 的 


概率 为 加 人 3 ( 即 在 Po 中 以 wn 一 7 代替)， 而 " 张 信 纸 对 上 


号 共有 Or 种 选 法 , 故 

_ yr 1 (CC—1)t 
f= 0 n(n—1)..…(%—r 十 1) > 8 1 

1 CD 

rl 0 0 

如 果 令 m>oo, 则 Per 7 一 0, 1, 3, …。 这 个 分 布 是 参数 


为 1 的 普 阿 松 分 布 (参看 本 书 第 31 页 的 极限 定理 ). 


= 


三 ,极限 理论 


| 中 心 极限 定理 
先 以 重复 扔 对 称 硬 币 为 例 . 重复 扔 十 次 , 出 现 0 次, 工 次 ,……… 
万 至 10 次 正面 的 概率 容易 计算 如 下 ， 
Pi 一 -2 ; k=0, 1,.…, 10. 
我 们 得 到 


210 


0.01 


0 .045 


cp 


0.12 


0.21 


rp 


0.21 


mat 


0.01 


Cr 


0.25 


ee 


0.12 


0.045 


0.001 


把 它们 画 成 直方 图 (图 10). 这 个 图 以 5.5 为 对 称 轴 . 如 果 我 们 
把 重复 扔 的 次 数 增加 到 一 万 次 再 画 

直方 图 , 横 坐 标 有 10001 段 , 而 对 称 

办 在 5000.5 处 ， 最 高 直方 约 等 于 960.5 


T= =0.0056. ,但 当 我 们 把 下 
方 图 所 有 高 帮 肖 六 3 倍 , 同时 把 
模 底 缩小 二 全 人 于 是 所 有 直方 CITTdHGTHI 


的 顶端 几乎 可 以 联 成 一 条 连续 昌 四 
线 ， 这 个 曲线 的 方程 是 下 列 曲线 的 平移 : 
yy /or ”， 
此 曲线 是 m=0、,o?=1 的 正 态 曲 线 , 叫做 标准 正 态 曲 线 . 
用 数学 滞 言 米 表述 以 工 的 现 舍 不 科 人 第 


面 ， 忆 ,= 0 表示 出 现 反面 , 且 (于 ,1) La P(Z,-0)- 
1 一 p~g， 令 ,二 及 十 … 十 及 ,一 也 卫 ， 它 表示 扔 n 次 时 正面 出 


现 的 次 数 . 易 知 期 望 召 辽 , 一 p, 方差 o*( 六 ) —B(X— EBX) 
pg. 由 独立 性 , 可 算出 BS, 一 np, 0?(S,) 一 思 (S, 一 了 BS,) "一 npg. 用 
以 上 所 讲 的 概率 计算 法 则 和 斯 特 林 (J. Stirling) 公 式 , 可 以 推出 
著名 的 德 莫 阿 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 : 对 任意 常数 4.6， 一 oo<< 
G6<D<ce,， 有 


S,— np 1 (fa se 
lim 已 一 一 一 和 < 一 
这 也 可 表 为 : 当 4z>0 很 小 时 , 有 


人 — 
Ple< ne <z+4z -天 
Vnpg 


a -与 
到 au 


沪 1] 3 襄 Az. 


~ V2m 
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当 Pp= gq 三 、 % 王 10000 时 , 上 式 化 为 


P{5000-- 50w%< Sjo000 5000-+50(%+ 42)} 
= FF(5000+850(2+ 4%2) ~ F (5000+ 50%) 


1 
和 e “2 dz. 
or 


这 个 近似 , 恰 描 绘 了 上 面 所 说 的 直方 图 可 用 正 态 曲线 侦 近 . 
如 果 设 想 便 币 出 现 正面 的 概率 了 (w==1) 一 p 随 着 试验 的 次 数 
% 变 , 这 时 把 p 记 为 p, 于 是 当 呈 不 同时 , 有 
P{S,=k}=Orp(1—p)"*, k=0,1,..,n. 


先 考虑 Pp 一 生 的 情形 (a>0)。 这 时 
Pts,=n} =0(s) (LE) 
由 于 lim(1 一 将) ~ e-“， 于 是 得 


-oo 


lim P{S,=0} =lim(1—&) = 


.PP{S,=k-+-1} 
lim — pT =p 


Rp 十 1 nn—k—14 
Oxi 1 一 
~ i FFT 


故 由 上 式 递 推 , 得 
lim P{S,=1}=alim P{S,=0} 一 ae-s， 


lim P{S,= 2}= 可 Lim P1S,—1} = e™, 


lim P{S,=h}— $F lim P{S,=b—1} = -007, 


二 
如 
得 
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极限 分 布 为 


or -0 = 一 中 
Rr? y k=0, 1, 2 » 


这 是 以 a 为 参数 的 普 阿 松 分 布 , 若 随 机 慑 量 了 的 分 布 为 ， 


we 
了 :了 (了 一 8) 一 6 万 ;， 4， 


容易 算出 BY 一 %, o>( 了 ) 一 m, 可 记 为 w(%). 
上 面 推导 中 假设 了 久 一 二 ， 事 实 上 若 把 此 假设 放松 为 


Hm np, = oo, 


ne 


极限 分 布 仍 是 普 阿 松 分 布 . 前 面 讲 的 “配对 问题 ”情况 正 是 pp 一 二 . 


二 项 分 布 、 正 态 分 布 和 阿 松 分 布 是 常用 到 的 三 个 重要 分 布 
普 阿 松 分 布 是 许多 实际 随机 现象 的 很 适用 的 数学 模型 ， 它 在 放射 
性 分 裂 . 电 话 接线 .细胞 中 染色 体 的 交换 及 细菌 的 分 布 等 问题 中 都 
是 很 好 的 数学 模型 

以 上 讨论 了 重复 扔 硬币 的 两 种 情形 ,由 于 对 忆 , 的 分 布 的 候 
设 不 同 ,5 的 极限 分 布 也 不 相同 。 根据 这 两 个 特殊 例子 ， 可 提出 
一 般 的 问题 ， 设 卫 ，( 其 中 $=1, 2, ……) 为 相互 独立 随机 变量 序 
列 ， 8, 为 它们 的 部 分 和 ， 即 ,一 总 了 。 当 m>co 时 9 的 分 布 
将 如 何 呢 ? 这 个 问题 称 为 “中 心 极限 问题 ”, 它 是 概率 论 中 最 重要 的 
一 类 问题 , 其 中 的 定理 有 广泛 的 理论 与 实际 意义 ， 


把 德 莫 阿 - 拉 普 拉 斯 定理 里 的 条 件 知 =2 取消 ， 且 对 每 个 及。 
不 必 鼠 制 为 相同 的 二 值 分 布 ， 只 假定 EX,= 0, G (成人 一 GT? ， 多 一 


1, 2, ……。 这 时 如 令 吕 = 袜 co 考虑 中 的 标准 化 
SX,— 0) 
S* — {=i 


Sn 
( 当 Pp, =D，&=p, oF) =pg, $=npg, 8: = np ). 
npg 
3| 


i 4 em 
ee Ee EE eee TE 


李 雅 普 诺 夫 (A. M. JIamyop) 改 进 了 奖 比 雪夫 (IT. 世 debar- 
mes) 的 矩 法 ,用 之 给 出 了 如 下 的 定理 , 对 一 切 4. 8， 一 co<a<5< 


$1 再 | 互 ,一 好 |248 
co, 符 对 某 个 正 数 8>0， 能 成 立 Hm 人 一 sr 一 一 一 0， 则 有 


BCG 2 a. 


lim P{a<Se< 2 


此 性 质 简称 渐 近 正 态 性 . 

随 着 特征 函数 方法 的 引入 ， 电 心 极限 定理 的 研究 得 到 了 很 快 
的 发 展 . 本 世纪 20 年 代 , 宁德 伯 和 菜 维 解决 了 诸 随 机 变量 X,( 其 
中 4 一 工 2,……… ) 为 相同 分 布 时 的 中 心 极限 定理 . 设 召 了 一 


(和 0) 一 o9<co) 则 部 分 和 的 标准 化 局 一 字 卫 有 源 近 正 态 性 


1935 年 ， 林 德 伯 和 费 勒 又 进一步 对 非 相同 分 布 的 独立 随机 变量 序 
列 进行 研究 , 他 们 得 到 了 最 一 般 的 中 心 极 限定 理 , 使 前 人 所 得 的 结 
果 都 是 它 的 推论 。， 此 结果 叙述 如 下 ; 设 万 Si=a, a2( 了) 一 af， 则 
标准 化 部 分 和 Ss 为 渐 近 正 态 且 费 勒 条 件 
max o? 
lim -1<t<» 一 0 


npo0 S 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 如 下 的 林 德 伯 条 件 成 立 . 对 任意 >0， 
lim 1 =| os (ZT—0) a0F(2) =0, 


n> Sr $=1 


其 中 Pi(w) = 了 P{X,<v}. 


2. 中 心 极限 定理 的 发 展 


此 后 中 心 极 限定 理 的 研究 ， 是 围绕 以 下 几 个 方面 进行 的 ， 减 
弱 对 随机 变量 序列 的 独立 性 的 要 求 ， 而 考虑 具有 某 种 相依 性 的 随 
机 变量 序列 ; 讨论 问 标 准 正 态 密度 函数 收敛 的 问题 ; 及 向 正 态 分 布 
收敛 的 速度 及 有 关 问 题 ; 以 及 大 偏差 理论 等 问题 . 
(i) 相依 随机 变量 的 中 心 极 限定 理 ”这 一 问题 仍 是 很 活跃 的 
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研究 方向 , 其 中 讨论 较 多 且 获 得 实际 应 用 的 有 ?7 相依 随机 变量 序 
列 , 强 平稳 随机 变量 序列 , 蒜 序 列 , 马尔 可 夫 过 程 及 其 泛 函 , 以 及 各 
种 类 型 的 统计 量 序列 .， 在 相应 的 充分 条 件 下 ,可 以 证 明 中 心 极 限 
定理 成 立 . 

(这) 局 部 极限 定理 ”向 正 态 密 度 函 数 收敛 的 问题 很 旱 以 前 
就 有 人 讨论 , 但 直至 本 世纪 中 期 才 得 到 一 般 性 的 结果 .在 棣 英 弗 - 
拉 普 拉 斯 定理 的 形成 过 程 中 , 首先 解决 的 是 重复 ”次 扔 硬币 时 , 正 
面 出 现 次 数 5, 一 & 的 概率 渐 近 于 正 态 密度 的 问题 ， 即 在 任意 给 定 


的 有 穷 区 间 (a, 5) 中 , 对 于 满足 5< < 的 S。 一 致 地 有 


P(S,=~h) _1 

pe 9 (wy) 

其 中 必 一 也 < 二 .这 个 结果 称 为 棣 英 弗 - 拉 党 
拉 斯 局 部 极限 定理 . 比 问题 的 鹤 广 是 讨论 政信 oNNk (其 中 入 
0, 土 1， 土 2,…) 的 独立 随机 变量 序列 ( 卫 ， 相 应 的 问题 , 即 格 点 
极限 定理 .对 独立 同 分 布 情形 ，1948 格 涅 坚 科 给 出 了 充分 必要 条 
件 ; 对 独立 非 同 分 布 情 形 , 于 50 年 代 也 给 出 了 充分 条 件 , 当 独 立 随 
机 变量 序列 {全 ,} 的 标准 化 和 S* 有 密度 函数 p, (2) 时 , 讨论 p(w) 
向 标准 正 态 密度 函数 收敛 的 问题 称 为 局 部 极限 定理 ， 格 涅 坚 科 于 
1953 年 对 独立 同 分 布 的 情形 ， 给 出 了 十 分 简 法 的 充分 必要 条件 ， 
即 : 当 且 仅 当 存在 某 个 正 整 数 六 , 使 pz(z) 有 界 时 ， 局 部 极限 定理 


成 立 , 即 lm sup| p。 7 一 0， 对 非 同 分 布 的 情形 , 彼 
得 洛 夫 给 出 了 局 部 极限 定理 成 立 的 充分 必要 条 件 . 

(iii) 收复 速度 问题 本 世纪 40 年 代 ， 贝 瑞 和 爱 森 先后 研究 
了 独立 随机 变量 序列 ( 蔗 ,) 的 标准 化 部 分 和 8S* 的 分 布 函数 也 ,(2) 


向 JB( 玉 ) = - 方 - -| 所 qu 趋 近 的 速度 问题 ， 他 们 的 结果 是 . 当 
刀 生 =-0 《其 中 % 一 1 2，……)， 思 及 ?之 co， 轧 | 及 ,|?<oo 时 ， 令 


Lm 


Roo 
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吕 -, 总? 则 有 
sup| PF,(2)—$(2) | < 4D,. 


其 中 五 =~ss? 训 了 | 了 ,1,4 为 常数 ， 这 一 不 等 式 给 出 也 ,(w) 


向 B(w) 趋 近 的 速度 ， 对 于 这 方面 的 研究 , 已 进行 得 相当 深入 . 

(iv) 大 信和 差 定理 ”对 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 (X,), 车 
召 和 ,= 0, 及 ?一 0?<oo, 则 对 常数 到 >0, 有 

lim sop, FS 1, lm ,sup, BS. 
如 果 上 述 M 不 是 常数 ， 而 是 随 着 而 增 大 的 用 ,, 旦 MK xyco ( 当 
-~>co 时 )， 则 与 上 述 相 类 似 的 结果 称 为 大 偏差 定理 。 确 切 地 说 ， 
如 果 

lim su Ls>2) 1 Tim Sup $2 二 1, 


me O<X<Ms 1—D(w) n>~ 0<T<Mn 四 (一 2 
则 称 对 M, 的 大 偏差 定理 成 立 ，1938 年 ， 克 拉美 在 渐 近 展开 的 基 
础 上 证 明 ; 若 存 在 正常 数 五 , 使 得 当 |t| 过 及 时 ，Betm< co， 则 对 
M,=0( Vm)( 即 lim -= 一 0) 的 大 偏差 定理 成 立 ， 其 后 , 林 尼 克 
给 出 了 对 M5n"3 的 大 偏差 定理 成 立 的 充分 必要 条 件 , 这 里 
为 正常 数 , 二 <a<1。， 大 偏差 定理 在 理论 上 很 重要 , 而 且 , 直到 现 


在 还 被 理论 工作 所 重视 , 尚 在 不 断 地 向 深度 发 展 . 


3. 兽 遍 极限 定理 


当 我 们 仅 考 虑 相同 分 布 独立 随机 变量 序列 ( 闷 ,) 时 , 当 n>o0， 
标准 化 部 分 和 S 的 分 布 的 极限 分 布 是 很 小 的 一 类 分 布 ， 我们 看 
到 , 如 果 了 ;具有 5( 关 2) 阶 矩 ; 召 | 了 ;|* 二 co, 那么 8* 的 极限 分 布 
就 是 正 态 分 布 。 如 果 把 条 件 召 | 互 | "一 ce 减弱 为 只 对 0<5<2 时 


34 


成 立 , 则 5 的 极限 分 布 包含 很 多 分 布 , 它们 构成 一 个 分 布 族 , 叫 作 
稳定 分 布 族 ， 记 为 9 族 ， 正 态 分 布 是 其 中 的 一 个 成 员 ， 如 果 考 虐 
不 是 相同 分 布 的 情形 , 而 且 假设 thn max P{| | >s} 一 0 对 任意 


s>0 成 立 ( 此 要 求 是 说 在 S， 中 每 个 他, 取 ( 一 8, 8) 之 间 值 的 概率 
接近 于 1, 这 意味 着 在 5, 中 每 个 加 项 了 ;所 起 的 作用 都 很 微小 ， 

此 条 件 称 为 无 穷 小 条 件 )， 那 么 gz 的 极限 分 布 族 又 可 以 扩大 为 红 
族 . 但 内 族 还 不 包含 很 重要 的 普 阿 松 分 布 。 和 仔细 考察 从 二 项 分 
布 导出 极限 分 布 为 普 阿 松 分 布 的 过 程 ， 可 以 看 出 作 第 m 次 伯 努 利 
试验 时 所 考虑 的 X; (其 中 %=1,…, m) 具 有 性 质 P(X 一 1) 一 p，， 

此 处 ps 依赖 % 于 是 作 第 n 十 1 次 试验 时 ， 实 际 上 我 们 所 考虑 的 
% 十 1 个 随机 变量 的 前 % 个 不 是 % 次 时 的 随机 变量 , 因为 这 时 
(一 1) 一 Dort 所 以 对 应 于 第 吨 次 伯 努 利 试验 的 随机 变量 ， 应 
如 下 编号 才能 有 所 区 别 : 有 和 wa， …， 屋 ww 换 句 话说 ， 要 想 
得 到 “部 分 和 ”的 分 布 的 极限 为 普 阿 松 分 布 ， 必 须 考 察 随机 变量 阵 
列 ，{ 疏 a， 下 三 wo % 一 1 ,2,…, 其 中 当 mr>oo 时 ，h 一 co 


而 且 每 行 中 的 随机 变量 相互 独立 ， 令 Bu- 和 并 w。 普遍 极 限 


问题 的 提 法 是 : 对 于 适当 选取 的 常数 4,, 随机 变量 8 一 4 的 分 布 
的 极限 有 哪些 分 布 ? 即 分 布 族 是 什么 族 ?向 分 布 族 中 的 分 布 收敛 的 
充分 必要 条 件 是 什么 ? 这 些 问 题 在 本 世纪 40 年 代 中 期 已 获 圆 满 
解决 ， 辛 钦 于 1937 年 证 明 对 独立 随机 变量 阵列 { 瑟 si， 筷 。 .. 

于 wj} ,nn 一 1，2，…, boo(mw->o0), 车 每 行 的 随机 变量 满足 无 穷 
小 条 件 ; 对 任意 0, lim max PP(| 玉 ww| >>s) 一 0， 则 对 适当 的 党 


数列 4,, 8, 一 4， 的 可 能 的 极限 分 布 构成 一 个 分 布 族 ， 此 族 叫 做 无 
穷 可 分 分 布 族 ( 由 于 需要 特征 函数 及 其 它 高 深 数 学 知识 才能 讲 清 
无 穷 可 分 分 布 族 , 这 里 就 省 略 不 讲 了 )、 随 后 ，1944 年 格 涅 坚 科 给 
出 了 AD 的 分 布 了 了,(w) 收敛 于 此 分 布 族 中 一 个 具体 的 无 穷 可 分 分 
布 了 F(z) 的 充分 必要 条 件 ， 我国 数学 家 许 宝 又 也 找到 了 充分 必要 
条 件 . 
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由 普遍 极限 定理 可 导出 向 正 态 分 布 、 普 阿 松 分 布 及 退化 于 零 
的 分 布 ( 即 随机 变量 等 于 0 的 概率 为 1 的 分 布 ) 的 最 一 般 的 条 件 . 
例如 满足 无 穷 小 条 件 的 独立 随机 变量 阵列 的 行 的 和 向 正 态 分 布 
Wo 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 

《zi) 对 任意 se>0， 


lim 3 P(| Xl >e) -0; 
( 坟 ) 存在 某 个 >>0, 使 
lm > | ,., AP nul®) -( zaBu(o))3] 


各 ~*o0 下 二 


(iii) 存在 某 个 Y>0, 使 


By 
lim 之 woF sy (T) 一 72。 


n> 1 一 于。 |< 


此 处 有 wskto) 二 了 (时 sw 所 2). 这 是 最 一 般 的 中 心 极限 定理 ， 林 管 
但 - 费 勒 定理 可 以 由 它 推出 . 

应 用 中 心 极限 定理 , 可 以 得 到 大 数 定理 ( 即 极限 分 布 为 在 0 退 
化 的 分 布 )， 大 数 定理 验证 了 以 频率 解释 概率 的 直观 意义 . 设 事 
件 如 的 概率 为 p, 即 P(B) =p， 我 们 重复 作 实 验 ， 定 义 随机 变量 
3 {于 。, n 之 1} 如 下 ， 了 .一 1 表示 在 第 w% 次 实验 ， 事 件 如 发生， 

袜 , 一 0 表示 媚 不 发 生 ， 于 是 P(X ,一 1 =p, P(X 一 0) 一 1 一 p= 
9, 这 正 是 伯 努 利 模型 、 由 中 心 极限 定理 知 ， 在 % 次 试验 中 ,用 发 


生 的 频数 S， -2 的 标准 化 随机 变量 的 极限 分 布 为 正 态 ， 即 对 
任意 ! 盖 0, 有 
lim P{ 2 


0 


ry < 中 - | 7 
8 


所 以 ,对 任意 给 定 的 gs 之 90, 只 要 把 ”取得 足够 大 , 使 得 1< wV2yg ， 
就 有 
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于 是 P| Sn ep [<<P{|S 


注意 对 任意 小 的 3>0, 可 先 选 人 ,使 得 | ,二 =。 站 dw>1 一 8, 由 
此 , 对 任意 给 定 的 小 s>0， 家 he 
| 


"和 -<> 加 


这 就 是 对 任意 给 定 的 小 s>0， 
， S, 
lim A 


Ef Me 


1 
此 式 
( 即 ( 一 se) 前 概率 为 二 无 论 8 如 何 小 ; 也 即 取 0 的 模 率 为 了 ,此 
外 , 此 式 还 说 明 以 概率 接近 于 1 的 程度 (很 可 信 的 ), 即 如 果 很 大 
的 话 ,频率 人 -与 真正 概率 之 差 很 小 . 

在 讨论 普遍 极限 定理 的 同时 ， 辛 钦 于 1936 年 还 考虑 了 独立 
随机 变量 序列 { 习 ,} 的 普遍 极限 问题 ， 这 就 是 讨论 对 适当 选取 的 
如 ,>0 与 4 一般 标准 化 部 分 和 如 全 Bz! 了 > 并 :一 4。 的 分 布 的 极 
限 分 布 及 向 极限 分 布 的 收敛 条 件 ， 在 无 穷 小 条 件 下 ,8 的 极限 分 
布 构成 一 个 分 布 族 , 称 为 纪 族 , 当然 它 是 无 穷 可 分 分 布 族 的 子 族 . 
1946 年 , 莱 维 给 出 一 个 分 布 P(z) 是 纪 族 中 的 一 个 分 布 的 充分 必 
要 条 件 ， 随后 ， 格 涅 坚 科 又 给 出 6% 的 分 布 向 2 族 中 某 个 分 布 收 
敛 的 充分 必要 条 件 。 当 随 机 变量 序列 ( 辽 ,) 限定 为 独立 同 分 布 时 ， 
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和 


S; 的 极限 分 布 族 更 小 一 点 ， 此 族 即 本 节 开 头 所 提 的 稳定 分 布 族 
.1936 年 ， 莱 维 与 辛 钦 给 出 分 布 了 (z) 为 稳定 分 布 的 充分 必要 
条 件 . 莱 维 、 辛 钦 与 费 勤 又 分 别 给 出 了 独立 同 分 布 为 Fo(ko) 的 随 
机 变量 序列 (和 服从 中 心 极 限定 理 的 充分 必要 条 件 是 


ao Co (£2) 
1D1> 了 到 -一 0. 
Ye yy waFo (w) 


此 定理 的 推广 ， 即 向 某 个 稳定 分 布 (不 限 正 态 分 布 ) 收 敛 的 充分 必 
要 条 件 问题 , 是 由 格 涅 坚 科 与 杜 叶 过 林 分 别 给 出 的 . 

极限 定理 是 概率 论 的 重要 内 容 , 也 是 数理 统计 的 基础 之 一 , 其 
理论 成 果 也 比较 完美 。 长 期 以 来 , 对 于 极限 定理 的 研究 所 形成 的 
概率 论 分 析 方法 , 至 今 仍 影响 着 概率 论 的 发 展 、 同 时 , 由 于 讨论 独 
立 同 分 布 ( 耻 0) 的 部 分 入, 一 总 邓 ; 的 某 些 连续 泛 函 ， 如 max By 


的 极限 分 布 问 题 时 , 引起 了 随机 过 程 的 极限 理论 的 研究 , 从 而 形成 
“了 不 变 原理 , 这 里 就 不 详细 讨论 了 . 


四 、 随 机 过 程 


|. 陇 机 过 程 


随机 过 程 就 是 一 族 随机 变量 (了 1€T), 了 叫做 指标 集 ， 它 
可 以 是 离散 集 (&, 5 一 1, 2, …) 或 (0, 1, 2 …)， 也 可 以 是 实 轴 
(一 oo, oo) 上 的 任意 区 间或 全 实 轴 .， 每 个 :的 取 值 范围 都 是 一 
样 的 ， 这 个 取 值 范围 叫做 状态 空间 ， 记 为 S，S 也 可 以 是 离散 集 ， 
也 可 以 是 连续 集 . 

[ 例 1 还 是 以 重复 扔 硬币 为 例 . 假定 是 无 穷 无 尽 地 扔 ， 于 
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是 ， 所 得 结果 可 才 为 一 随机 变量 无 穷 序 列 全,， 革 ，,,…, 其 中 节 ， 
表示 第 了 次 扔 硬币 的 结果 ， 拒 = 工 表示 出 现 正面 , 了,= 一 1 表示 


出 现 反面 出现 的 概率 各 为 却 ， 这 种 理想 实验 (当然 是 理想 的 ， 


因为 一 个 人 连续 扔 ， 即 使 到 死 也 未 必 能 作 完 一 次 试验 ) 的 每 一 结 
果 , 是 一 串 由 土 1 组 成 的 无 穷 序 列 , 每 一 个 这 样 的 序列 叫做 这 个 随 
机 过 程 的 轨道 (或 实现 )， 过程 (了 n 一 1, 2,…) 的 状态 空间 5= 
〈\1， 一 蕊 ， 人 参数 集 卫 = (1, 2，…). 

[ 例 2] 如上, 我 们 考虑 一 申 相 互 独立 的 取 正 数 值 的 随机 变 
量 (22 多 一 1, 2,…), 而 且 , 每 个 了 7; 是 相同 分 布 的 , 其 公共 分 布 为 
以 wx>0 为 参数 的 指数 分 布 (参看 本 书 第 24 页 中 的 例 3): 


+ 
POT,<H) = 1-e"=—| oe-"“tdt, t>0 


P(T>t) =e "’, t>0 
因为 庄 了 ,相互 独立 , 故 对 任意 正 整 数 % 及 非 负 实数 厂 , 妇 ，…， 加 ， 


有 
POT>h, os=1,:, 9) =P(T >, To>ta, *, Ts.>t,) 


一 IT P(T>tD =e "mh, 
i=1I 


这 个 模型 可 以 作为 电话 台 呼 唤 流 或 公路 上 汽车 流 的 模型 . 令 5。 
一 人 十 7 二 十 7 它 表 示 第 wn 次 电话 呼叫 到 达 的 时 间 ( 或 第 n 
辆 车 经 过 观察 站 的 等 待 时 间 ). 事件 伪 ,< 计 表示 直到 时 刻 上 以 前 
已 有 mn 次 电话 呼 串 , 另 一 种 说 法 是 . 在 时 间 区 间 [0, 要 内 电话 呼叫 
总 数 至 少 为 nm 次 (后 一 种 说 法 很 有 用 ).， 如 果 令 Wi= 六 雪 表 示 在 
时 间 区 间 [0, 如 内 电话 呼叫 的 次 数 , 于 是 
{S,< 好 = {Ni>n}. 

当然 对 每 个 10, 入 ; 也 是 随机 变量 . 由 此 可 见 , 从 (22 一 1 2，…) 
出 发 ， 我 们 得 到 随机 过 程 (W t 宇 0), 这 里 约定 入 o=0(Ni, 10) 
的 状态 空间 8 为 (0，1, 2,…), 参数 集 了 = [0, ce). 易 知 
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et 


(Ni=n) = (Ni \(N:>n+1) 
= (S,<D\ (rt) = {S,<{t< Sr1}, 
由 此 得 知 
P{N,~=n}= PS < 上 一 PS <t), n=0, 1,2, 
由 计算 , 知 
P(UN;= 由 一 -Leo n=0, 1, 2, +. 


1 
这 个 分 布 正 是 以 of 为 参数 的 普 阿 松 分 布 mw (of) (参看 本 书 第 31 页 
中 心 极 限定 理 ). 
设 随 机 变量 了 的 分 布 为 以 a 为 参数 的 指数 分 布 ， 于 是 对 St 
0, 有 : 


PT>ttslT>s) = >tts, >8) 


PT>s) 


_ POTTS) -at 
-PTS e PT>H, 


这 种 性 质 称 为 无 记忆 性 ， 即 了 无论 从 那个 时 刻 算 起 ， 它 往 后 的 条 
件 分 布 ,只 和 起 始 时 刻 到 所 要 考察 时 刻 之 长 有 关 , 而 与 起 始 时 刻 无 
大 令 几 (ss 十 力 一 As 一 NGo 芒 =wW 由 上 性 质 可 以 推出 
A (ss 十 轨 的 分 布 与 Wi 的 分 布 相同 . 这 种 性 质 对 于 随机 过 程 W， 
来 说 , 叫做 齐 次 性 . 还 可 以 证 明 , 在 不 相交 的 时 间 区 间 (81, st 十 刀 )， 
(sa，8a 十 加) ,… 上 ， 随 机 变量 人 (si，8i 十 五) ， 人 Cs，8 十 加) ，… 为 
相互 独立 的 ， 而 它们 的 分 布 分 别 为 和 (at ，m(ataj，…， 总 之 ， 随 
机 过 程 (Ns, ti 关 0) 具有 下 列 性 质 ， 

(i) No=0, 

( 坪 ) 对 任意 正 整数 上 及 不 相交 时 间 区 间 (5, 5 十 纪 ， 增 量 
入 (tt 十 8) 一 入 (58) 为 独立 随机 变量 (2 一 1,…, 8). 此 性 质 称 为 独 
立 增 量 性 ; 

(iii) 对 每 个 s 关 0、t 记 0， 增 量 WCG+5) 一 ws 的 分 布 为 
普 阿 松 分 布 xm(ot)， 此 性 质 称 为 齐 次 性 . 

具有 上 述 性 质 的 过 程 ， 称 为 普 阿 松 过 程 . 它 的 每 个 轨道 为 跳 
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步 等 于 I 的 上 升 阶梯 函数 , 如 图 1f, 是 一 个 轨道 的 图 形 ， 


HH te is 如 te 9 


图 11 


[ 例 3] (布朗 运动 ) 1828 年 英国 生物 学 家 布朗 在 显微镜 下 观 
察 到 小 质点 在 液体 中 悬浮 时 , 表现 出 一 种 奇怪 而 飘忽 不 定 的 游 动 ， 
这 种 游 动 后 来 被 称 为 “布朗 运动 ” 它 是 由 于 周围 液体 分 子 的 连续 
碰撞 而 引起 的 . 爱 因 斯 坦 和 斯 莫 路 稠 夫 斯 基 对 此 现象 在 理论 上 用 
概率 论 进行 分 析 ， 当 然 , 布朗 质点 是 在 三 维 空间 中 游 动 , 但 我 们 可 
以 研究 它 在 坐标 轴 上 的 投影 的 游 动因 为 质点 每 秒 受到 非常 多 的 
碰 擅 , 我 们 要 缩小 时 间 单 位 , 同时 也 缩小 长 度 单位 , 才能 方便 准确 
地 描述 质点 运动 ， 设 新 的 时 间 单 位 很 短 很 短 , 暂 记 为 3, 它 表示 某 
个 质点 的 两 次 相继 碰撞 的 间隔 时 间 ， 于 是 质点 在 i 一 0 时 , 处 在 原 
点 , 在 时 间 内 , 共 遇 到 夺 次 碰撞 ， 每 次 碰撞 使 质点 向 左 或 向 右 
位 移 , 位 移 之 长 度 等 于 MD5, 其 中 也 叫 作 扩散 系数 ， 于 是 第 次 
位 移 名 是 随机 变量 , 可 用 伯 努 利 试验 作 其 近似 模型 

P(é~VD3) = P(é,= — MVD) 
1 


一 一 一 和 .0 
2" Ek 3 2，, be 


淘 知 BEé,=0, oO (éy) = D6. 令 穴 o 皇 0， 人 入。 一 和 0o 十 5 十 … 十 二， 布 
朗 质点 在 时 刻 # 的 位 置 约 等 于 质点 受 3 次 碰撞 后 的 位 置 
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易 知 召 系 ;=0， o?( 了 0) ~ DD. 当 所 固定 ， 令 6->0 时 ， 由 


棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 知 ;的 分 布 为 人 入 (0, Di), 其 密 


1 -aa 
ee 20t 
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扩散 系数 刀 一 -7F ， 其 中 届 为 理想 气体 常数 , 了 为 绝对 温 


度 , f 为 摩擦 系数 , 与 液体 粘度 及 质 氮 性 质 有 关 , 而 太 为 物质 一 克 
分 子 所 含 分 子 的 个 数 ， 即 阿 伏 伽 德 罗 数 ,总 之 ， 布 关 运 动 过 程 气 ， 
具有 下 述 性 质 . 

( I ) Xo。=0，; 

(这 ) 在 有 穷 个 不 相交 的 时 间 区 间 (s, s+ 刀 ) 上 过 程 增 量 
莹 ,tt 一 芒 s, 为 相互 独立 的 随机 变量 (2 一 1, 2，…，8); 

(iii) 对 每 个 8 之 0 及 t 了 >0, 耻 s41 一 际 , 的 分 布 密度 为 正 态 分 


布 ， 其 密度 不 依赖 于 s, 等 于 3。 带 . 


此 外 ， 几 乎 所 有 的 轨道 都 是 上 的 连续 函数 , 但 是 处 处 不 可 微 ， 
即 这 些 连续 轨道 在 每 个 点 上 没有 切线 .我 们 可 以 对 布朗 运动 每 陋 
一 定 的 得 时 间 所 观察 到 的 质点 投影 到 一 张 平 面 上 , 画 出 一 个 轨道 
的 投影 图 形 , 可 以 设想 , 在 [0, 妇 内 大 量 观 察 布朗 质点 , 把 水 平 位 移 
久 : 记录 下 来 , 把 它们 画 成 直方 图 ， 此 图 与 正 态 曲线 近似 ， 利 用 这 
个 办 法 可 以 估计 也, 从 而 可 以 估计 阿 伏 伽 德 罗 数 六 . 本 世纪 初 , 伯 
林 就 用 这 种 思想 作 了 大 量 试验 ， 求 得 了 六 ， 从 而 获得 诺 贝 尔 物 
理学 奖 . 从 布 朋 运动 试验 而 成 功 地 定 出 阿 伏 伽 德 罗 数 , 是 科学 史上 
一 个 划时代 的 事例 ， 因 为 有 了 它 ， 才 使 器 别 来 迟 的 原子 理论 得 到 
承认 , 从 而 推动 了 物理 学 的 大 大 发 展 ， 这 正 符 合 拉 普 拉 斯 的 预言 . 
“值得 注意 的 是 ， 从 考虑 赌博 问题 而 源 起 的 一 门 科学 ， 将 必 成 为 人 
类 知识 宝库 里 最 重要 的 课题 ”由 此 例 , 还 知 随机 过 程 所 取 的 值 可 
以 是 三 维 的 . 多 维 的 布衣 运动 有 一 个 依赖 于 维 数 的 有 趣 的 性 质 ， 
就 是 常 返 性 . 当 维 数 为 1 与 2 时 , 布朗 运动 是 常 返 的 , 即 它 从 任 一 
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点 出 发 ， 几 乎 所 有 加 道 或 迟 或 早 地 返回 出 发 点 ， 但 当 维 数 敲 于 2 
时 , 此 性 质 不 再 保留 , 即 几 乎 所 有 轨道 都 远离 出 发 反 ， 


2， 陆 机 过 程 的 分 类 


根据 随机 过 程 (XiEZ) 中 诸 随 机 变量 间 的 不 同 的 相依 关 
系 , 可 以 把 随机 过 程 进行 分 类 . 

(1) 独立 增 量 过 程 ” 在 任何 一 组 不 相交 区 间 上 ， 过 程 的 增 量 
都 是 相互 独立 的 过 程 ， 叫做 独立 增 量 过 程 。 即 对 任意 正 整 数 m” 及 
任意 如 二 站 < 如 < ET, 6% 一 0, 1, 2,…mn.。 增 量 全 ,一 1， (% 
一 本 2,…, %) 及 革 是 相互 独立 的 . 如果 增 量 Xiys 一 广 ; 的 分 
布 只 与 有关, 而 与 h 无 关 , 则 过 程 为 齐 次 增 量 的 过 程 . 前 面 所 提 
的 普 阿 松 过 程 及 布 归 运动 都 是 齐 次 的 独立 增 量 过 程 . 

(2) 平稳 过 程 ”过 程 的 概率 特性 不 随时 间 推 移 而 变化 的 随机 
过 程 叫 做 平稳 过 程 . 例如 一 人 台 稳 定 工作 的 纺 纱 机 在 时 刻 t 纺 出 纱 
的 直径 之 ,是 随机 变量 ， 但 在 时 刻 妈 , ta, …, 寻 时 纱 的 直径 (六 
和 5 六.) 与 在 时 刻 太 十 7, to 十 7T,…', 刀 十 7 时 (57 之 0) 纱 的 直 
径 ( 屋 sy， 太吉 tz， ”3 和 t+ 要 是 无 统计 差别 的 ， 即 这 两 组 随机 变量 
有 相同 的 w% 维 分 布 .， 这 时 ， 随机 过 程 了 ; 叫做 严 平稳 如 果 二 阶 
绝对 和 矩 妃 Z+<ce, 而且 对 任意 5, 均值 吾 耻 ;一 mn( 常 数 ), 协 方 
差 豆 [Sr 一 吧 ) 下 :一 吧 让 一 > 与 二 无 关 ， 则 称 环 ,为 宽 平 稳 
的 . 了 i 称 为 过 程 的 协 方差 函数 ， 一 个 严 平 稳 过 程 ， 如果 它 的 二 阶 
矩 有 穷 , 则 它 一 定 也 是 宽 平 稳 的 . 

平稳 过 程 的 基本 理论 是 本 世纪 三 十 至 四 十 年 代 建 立 和 发 展 起 
来 的 , 但 直到 现在 , 关于 平稳 过 程 中 离散 参数 的 过 程 “ 时 间 序 列 ” 的 
人 研究 还 是 很 活路 的 .平稳 过 程 理 论 在 无 线 电 技 术 和 自动 控制 等 领 
域 有 着 广泛 的 应 用 , 是 信号 分 析 . 滤波 ,预测 理论 及 控制 论 等 应 用 
学 科 的 重要 工具 . 

(3) 马尔 可 夫 过 程 ”人们 在 实际 中 常 遇 到 具有 下 述 特性 的 随 
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机 过 程 ， 在 已 知 它 目 前 的 状态 (“现在 ”) 的 条 件 下 ， 它 未 来 的 演变 
(“将 来 ”) 不 依赖 以 往 的 演变 (“过 去 ”)， 这 种 在 已 知 “ 现 在 ”的 条 件 
下 “将 来 ”与 “过 去 ”独立 的 特性 称 为 马尔 可 夫 性 , 这 概念 是 俄国 数 
学 家 马尔 可 夫 (A. A. MapE08) 于 1907 年 提出 来 的 ， 在 一 般 情 形 
下 , 已 知 “ 现 在 ”对 “将 来 ”演变 的 可 能 随 着 对 “过 去 ”的 了 解 愈 多 愈 
能 有 所 补益 的 ， 但 马尔 可 夫 性 则 无 需 “ 过 去 ”知识 的 增多 . 用 数学 
语言 来 表达 ， 对 于 随机 过 程 闷 ;， 如 果 对 任意 碳 亏 扫 才 … 天 如 << 韦 
有 
P{a<X<6| X= 01, Rh= ws, ,FC— wn} 
=P{lg<X,<b| XR, = 2,}, 
这 个 随机 过 程 子 ; 便 叫做 马尔 可 夫 过 程 ， 如 果 取 状态 空间 S= 
(0, 1,，2,…'), 参数 空间 了 = (0, 1, 2, …), 则 马尔 可 夫 过 程 记 为 
( 革 ,)， 称 之 为 马尔 可 夫 链 ， 即 对 任意 0<nn<ns<…<m 达 m， 
20 及 非 负 整数 生 , %2，…., 饭 , 5, 7 有 
P{X,rm=?| ,= 1, “ 太一 入 ， 大 mm 一 人 
一 卫 { 王 sm 一 9| 室 一 分 . 
如 果 上 式 右 方 与 mr 无关， 则 称 《 卫 ,) 为 齐 次 马尔 可 夫 链 .、 此 时， 上 
式 右 方 是 马尔 可 夫 链 从 了 出 发 经 m” 步 转移 到 了 的 条 件 概 率 ， 称 之 
为 m 步 转移 概率 ， 记 为 2 入 对 马尔 可 夫 链 ， 人 们 只 要 知道 (29)， 
5 IES, 就 可 知 链 的 m 步 演变 的 规律 ， 由 于 从 之 出 发 经 m% 十 和 步 
转移 到 j 必 是 从 之 出 发 经 m 步 转 移 到 8&S 中 的 任意 状态 6, 然后 再 
从 上 经 m 步 转移 到 5 (这 时 已 知 状 态 &， 故 经 mm 步 时 , 其 条 件 概 率 
与 过 去 无 关 ), 因此 有 
pT™ = 2 Pp, 

这 束 是 切 普 曼 - 柯 尔 英 哥 洛 夫 方 程 ， 根据 此 方程 , 任意 步 转 移 概 率 
可 通过 一 步 转移 概率 计算 出 来 ， 因 此, 只 需 知 道 一 步 转移 概率 ps 
就 掌握 了 这 个 马尔 可 夫 链 的 转移 规律 了 . 

[ 例 ] 设 (&,, mw 之 0) 为 相互 独立 随机 变量 上 序列，&6 二 0, S = 
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(… 一 2， 一 1, 0, 1, 2,，…)。 定义 随机 过 程 了 ,一 访 纪 ,n>0. 因 - 


为 互 ora 一 站 十 Er 而 且 541 与 了 0o, 革 1,…，, 习 , 相互 独立 ， 令 
4 表示 与 Zoo 芋 1,…, 六 ,-1 有 关 的 任何 事件 , 则 有 
P(Xuri=I|A; =) = P(Eni=I oA; A, = 6) 
=P(6,+1 一 ) 一 稍 
二 了 (及 ,+1 一 ?| 了 , 一 外 = Dy. 
由 此 可 知 ， 部 分 和 邓 , 是 马尔 可 夫 链 .特别 ， 当 了 P(8,=14)=p、 
Ps= 一 1 上)=1 一 p=g 时 ， 六 ,的 一 步 转移 概率 pi; 如 下 ; 
2， 车 I= 多 十 1 
mw-| 若 了 7 一 4 一 填 
0， 车 7 关 2 十 芋 及 % 一 1. 
这 个 模型 叫做 自由 随机 游 动 , 即 以 前 讨论 的 伯 努 利 模型 . 

关于 马尔 可 夫 过 程 的 理论 研究 ，1931 年 柯 尔 莫 哥 洛 夫 发 表 了 
< 概率 论 中 的 解析 方法 >， 此 文 首先 把 微分 方程 等 分 析 方 法 应 用 于 
此 类 过 程 , 奠定 了 它 的 理论 基础 ， 其 后 , 又 逐渐 反 过 来 以 马尔 可 夫 
过 程 理论 来 研究 微分 方程 的 问题 . 1951 年 前 后 ， 伊 藤 清 在 莱 维 及 
伯 思 斯 坦 等 人 的 工作 基础 上 , 建立 了 随机 微分 方程 的 理论 , 这 为 研 
究 马尔 可 夫 过 程 开 辟 了 新 的 研究 方法 .1954 年 前 后 ， 费 勒 将 泛 函 
分 析 中 的 半 群 方法 引入 马尔 可 夫 过 程 的 研究 中 ， 邓 肯 等 并 赋予 它 
以 概率 意义 (如 特征 算 子 等 ). 本 世纪 五 十 年 代 初 ， 角 谷 静 夫 和 杜 
勃 等 发 现 了 布朗 运动 (也 是 特殊 的 马尔 可 夫 过 程 ) 与 偏 征 分 方程 中 
的 犹 利克 雷 问 题 的 关系 . 其 后 ， 享 特 研究 了 相当 一 般 的 马尔 可 夫 
过 程 ( 亭 特 过 程 ) 与 位 势 间 的 关系 ， 目前, 流 形 上 的 马尔 可 夫 过 程 、 
马尔 可 夫 场 等 , 都 是 正 待 深入 研究 的 领域 . 

前 面 讲 的 普 阿 松 过 程 也 是 马尔 可 夫 过 程 ， 它 的 轨道 是 取 非 负 
整数 的 增 函 数 ， 实 际 上 它 是 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 . 具有 连续 轨 
道 的 马尔 可 夫 过 程 叫做 扩散 过 程 , 布朗 运动 就 是 扩散 过 程 的 特例 . 
此 外 , 非常 有 用 的 分 支 过 程 及 生 灭 过 程 等 等 , 都 其 有 马尔 可 夫 性 . 
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(4) 对 设 邓 ;为 实数 值 的 随机 过 程 , 若 对 一 切 1ET, 吾 | 了 | 

<<co， 且 当下 二 名和 < 一 < 二 时, 有 
EB(R:| ZX =, -…, ,= 0,) 一 人， 

此 处 gi, 2,…, ,为 相应 随机 变量 的 可 能 值 ， 则 称 对; 为 蒜 ， 款 
可 以 看 作成 公平 赌博 的 适宜 的 模型 。 把 对: 看 作 一 场 赌博 中 某 个 
局 中 人 在 时 刻 上 的 本 钱 ， 鼠 na 一 au …， 了 ,一 %, 看 作 是 此 人 到 时 
刻 思 为 止 积累 起 来 的 经 验 , 于 是 款 的 性 质 表明 , 不 论 他 在 时 刻 如 以 
后 的 赌博 中 如 何 利 用 已 得 的 经 验 “ 了 =aa …， 瑟 4 一 ao 他 所 能 
期 望 于 未 来 时 刻 上 的 本 钱 仍 只 能 是 ;a,, 这 是 赌博 公平 性 的 
体现 . 均值 为 0 的 独立 随机 变量 序列 的 部 分 和 、 布朗 运动 和 均值 
为 零 的 独立 增 量 过 程 都 是 蒜 的 典型 例子 . 

莱 维 等 人 早 在 1935 年 就 发 表 了 一 些 孕 育 着 奥 论 的 工作 . 1939 
年 ， 维 勒 首次 采用 “ 喜 ” 这 个 名 称 . 但 对 蒜 进 行 系统 研究 并 使 之 成 
为 随机 过 程 论 的 一 个 重要 分 支 的 ， 则 归功 于 杜 勃 以 及 后 来 解决 上 
加 分 解 问题 的 数学 家 梅 耶 . 拷 论 本 身 的 研究 固然 是 很 重要 的 , 但 
它 作 为 工具 更 为 重要 ， 例 如 随机 积分 的 研究 就 不 能 离开 对 著 的 随 
机 积分 ， 此 外 ， 逻 论 方法 对 解决 分 析 ( 特 别 是 调和 分 析 ) 中 的 问题 
也 是 有 力 的 工具 . 

(5) 点 过 程 ”很 多 随机 现象 ， 它 们 发 生 的 时 刻 或 地 点 可 以 用 
茶 一 空间 上 的 点 来 表示 , 例如 服务 台 前 顾客 的 到 来 时 刻 , 真空 管 阴 
极 电子 的 放射 时 刻 可 表 为 实 轴 上 的 随机 点 .又 如 天 空中 某 一 区 域 
星体 的 分 布 , 核 医 疗 中 放射 性 示 踪 物质 在 人 体 各 器 官 的 出 现 部 位 ， 
都 可 用 三 维 空间 的 点 表示 . 考虑 路 灯 的 替换 更 新 问题 ,灯泡 的 寿 
命 是 一 个 随机 变量 了, 设 在 0 时 装 上 灯泡 ， 在 Ti 时 烧 坏 ， 当 即 换 
上 一 个 ， 这 个 灯泡 在 Ti 十 Ts 时 又 坏 了 ， 再 换 上 一 个 ， 依 此 下 
去 ,，…*… .。 令 访 ,二 了 TJ 十 人 Ts 十 … 十 全 ,， 其 中 每 个 7， 的 分 布 都 与 他 
的 分 布 一 样 ， 当 然 Ta Ts。，…， 2 相互 独立 。 随机 变量 序列 Si 
Sz, …, ,表示 灯泡 坏 了 (随机 事件 ) 的 时 刻 ， 所 以 (5) 是 直线 上 
的 一 些 随机 点 , 故 为 点 过 程 ( 一 维 点 过 程 )、 如 本 书 第 39 页 上 的 例 
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2, 可 以 用 VW; 天 示 [0, 局 区 间 内 灯泡 换 上 的 个 数 ( 即 随机 事件 发 生 
的 次 数 ), 于 是 有 : 
Ni=n, Het<H,, n=0,1,2,... 
过 程 ;是 计数 过 程 的 特例 , 称 为 “更 新 过 程 ” 更 一 般 的 点 过 程 的 
定义 如 下 ; 设 ” 维 空间 及 " 的 子 集 用 B、B;、Bsa、… 表示 , 以 BR" 中 
子 集 为 指标 的 随机 变量 族 {W (B8), BB 为 B? 中 的 子 集 } 称 为 点 过 
程 。 如 果 访 (*) 的 状态 集 ( 即 可 能 值 ) 为 {0, 1, 2, …, oo}, N(B) 
就 表示 某 随 机 现象 在 子 集 B 内 发 生 的 次 数 . 因为 N(4) 是 起 计数 
作用 的 , 故 对 不 相交 子 集 Bl、 Ba, 应 有 : z 
N (Bi 二 DBa) =N (BI) +N (B,). 

吃 外 , 当然 还 需 假 设 AGO) =0, 这 时 称 为 m 维 点 过 程 。 

本 世纪 60 年 代 以 前 ， 点 过 程 的 研究 着 重 于 一 维 情形 ， 内 容 多 
为 考虑 普 阿 松 过 程 的 种 种 推广 ， 以 后 逐渐 扩充 到 多 维 及 更 一 般 的 
空间 的 随机 点 分 布 问 题 , 并 与 迅速 发 展 的 随机 测度 及 款 论 相 结 合 ， 
成 为 当前 活跃 的 一 个 分 支 。 点 过 程 在 随机 服务 系统 、 交 通 运 输 . 物 
理学 、 生 仿 学 神经 生理 学 .传染 病 学 等 等 领域 有 广泛 的 应 用 . 


3. 随机 游 动 与 调和 疯 数 


作为 介绍 概率 论 这 一 数学 分 支 的 概 散 的 结束 ， 我 们 用 随机 游 
动 与 电网 络 之 间 的 关系 ， 来 说 明 随机 问题 与 非 随机 问题 之 闻 在 方 
法 上 的 互通 性 . 

先 考虑 在 直线 上 的 随机 游 动 ， 一 个 质点 在 直线 上 一 步 一 步 的 
走动 , 每 一 步 可 以 是 向 左 或 向 右 走 一 步 , 向 左 、 向 右 走 的 概率 各 等 


于 厂 , 点 游 动 到 0， 或 m 时 , 不 再 游 动 ， 如 下 图 
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点 从 zw(1<z<m 一 1) 出 发 ， 求 此 点 游 到 % 的 概率 p(w)， 这 个 问题 
也 可 以 用 赌博 语言 叙述 : 甲乙 两 人 以 元 为 单位 赌钱 , 两 人 总 共有 的 


本 钱 之 和 等 于 w 每 赌 一 盘 甲 赢 乙 1 元， 其 概率 为 却 , 甲 输 乙 1 
元 , 其 概率 为 坊 ; 一 盘 一 盘 的 赠 下 去 ， 直 至 甲 的 本 钱 为 0 ( 赌 光 )， 


或 为 (全 启 ) 为 止 、 这 时 ,，2p(2z) 即 是 甲 原 有 本 钱 z“ 而 全 胎 的 概 
因为 子 可 以 是 0, 14,…, wm 中 的 任 一 个 数 , 故 p(w) 有 下 列 性 
质 : 
(i) p(0)=0; 
(六) pn) = 1; 
(iii) p(2) = 二 PelD)+3potl), 1<o<n—l. 


因为 当 我 们 考虑 质点 在 时 走 一 步 后 记 发 生 的 情况 时 , 它 以 元 的 


概率 向 右 或 左 走 一 步 而 到 达 邓 十 1 或 卫 一 14， 在 向 右 的 条 件 下 ， 
它 到 ”的 概率 将 是 pz 十 1), 同样 ， 在 向 左 的 条 件 下 , 它 到 的 概 
率 是 p(w 一 1). 于 是 总 的 概率 p(z) 将 等 于 (i 让 i) 的 右 端 ，( 十 ) 是 关 
于 2 的 差分 方程 ，(i)、( 这 ) 是 边界 条 件 . 由 ( 放 i) 知 

pl2) 一 DZ 一 了 一 2(2 十 一 Do， le<o<n—l, 
但 由 (i)、( 让 知 


1—p(n) 一 D(0) — EL») —p(%—1)], 


让 (的 —p(—1) 一 一 ， 6 一 二 2 %, 
于 是 p() 一 二 él, 2, nd 
所 以 p(7) = 二 


现在 让 我 们 看 另 一 个 显然 不 同 的 问题 ， 我 们 把 0 到 ”每 二 个 
部 点 之 间 用 相同 的 电阻 及 串联 起 来 , 而 把 两 个 端点 0、m%w 用 二 伏 电 
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压 联 接 起 来 ，0 点 接地 ， 如 图 13.， 令 >(o) 记 w=0,1,…, nn 点 上 
的 电压 ， 现 在 我 们 要 求 v(w). 这 里 当然 有 2(0)=0 与 v(n)=1， 
于 是 函数 v2(w) 满 足 上 列 条 件 ( 匀 与 (ii). 


1 


13 
由 基 尔 霍 夫 定律 , 流入 % 的 电流 应 等 于 从 它 流出 的 电流 ， 又 
由 欧姆 定律 , 知 两 邻 点 xz、 gy 用 电阻 BR 相 联 时 ， 则 由 % 流 入 y 的 电 
流 iu 一 二 2 于 2 于 是 , 对 2=1、 2、…、n 一 1， 有 
vw—I) vo) ,pot1) ve) 
A 
由 此 得 
2 (2) -三 vz 十 1) 十 祁 2 (ZX 一 工 ，. 2 一 工 2，……，7 一 工 . 


由 此 可 见 , z(w%) 也 满足 上 述 的 差分 方程 (i))。 所 以 , p(2) 与 v(x) 
都 满足 (i、( 这 )、( 坟 )， 如 果 能 证 明 满 足 G)、(ii)、(iii) 的 解 是 
唯一 的 ， 那 么 ， 就 可 以 看 出 随机 游 动 与 电网 络 之 闻 的 互通 性 .对 
此 简单 情形 , 我们 很 易 证 明 . 在 证 明 它 以 前 先 引 . 进 一 些 分 析 学 
的 概念 。 记 =140, 1 …, %}, 边界 点 10, 对 记 为 怪 , 内 点 集 世 ， 
23，.…，, 有 一 二 记 为 妃 ， 定义 于 上 的 函数 /四 如果 在 上 每 一 
点 都 有 下 列 的 平均 性 质 : 
f(z) = f (2—1) tf (e+ ， 


就 称 为 调和 函数 . 上述 的 P(Z)、>(2) 都 是 8 上 的 调和 函数 ,而且 
p(0) ==2(0) 一 0 P00) 二 20m) 一 1。 所以， 问题 化 为 求 一 个 边界 值 
已 知 的 调和 函数 问题 , 这 个 问题 称 为 狄 利克 雷 问 题 。 它 的 唯一 性 
原则 说 明 ， 不 能 有 二 个 不 同 的 调和 蔷 数 具有 相同 的 边界 值 ， 由 此 
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可 知 p(w) 一 (zc)、 下 面 我 们 证 明 唯 一 性 原则 ， 为 此 先 证 明 调和 函 
数 的 极 大 值 原则 ， 它 与 唯一 性 原则 的 关系 正 像 微 积分 里 洛 尔 定 理 
与 中 值 定理 之 间 的 关系 一 样 . 

极 大 值 原则 ， 定 义 于 SS 上 的 调和 函数 f(z) 在 S 的 边界 B= 
{0. 内 上 取 其 极 大 值 到 与 极 小 值 mw. 可 用 反 证 法 . 设 若 不 然 , 设 
f 在 zwED 上 取 f(z) = MM, 因为 f(z) 是 f(z 一 1) 与 lw 十 1) 的 平 
均 且 M 极 大 , 故 f(w 一 1) 一 f(w 二 1) 一. 车 % 一 1 仍 在 DD 内 , 同 
样 可 知 jz 一 2) = .Mi; 依 此 类 推 , 必得 f(0` 一 收 ， 对 m 可 用 同样 
的 方法 处 理 . 

唯一 性 原则 : 若 f(z) 与 g(%) 为 S 上 的 调和 函数 , 使 得 f (x) = 
g(m),， zwEB， 则 f(z) 一 g(w) 对 一 切 % 成 立 ， 令 有 (4) 一 f(w) 一 
g(2). 若 z 为 内 点 , 则 有 

hl(w—1)+h(rwt1) 
2 


加 六 各 一 二 二 _ 9(2—i)+g(z++1) 
2 


=f (9) — 0 - h(w), 

放 有 (D) 为 调和 函数 ， 但 当 2EB 一 {0, 中 时 , h(w) 一 0, 于 是 ， 由 
极 大 值 原则 知 天 的 极 大 极 小 值 都 是 0 故 hw) 0 对 一 切 = 成立. 
即 对 一 切 sz, 有 .Jo) 一 g(%). 

最 后 让 我 们 考察 二 维 空间 的 随机 游 动 ， 图 14 描述 这 样 的 游 
动 ， 黑 点 表示 边界 点 , 标 有 如 的 边界 点 表示 “出 口 % 标 有 了 4 的 边 
界 点 表示 陷 井 . 标 有 “x” 的 点 为 内 点 ， 求 游 动 者 从 内 点 z“ 出 发， 
在 它 未 掉 下陷 井 之 前 可 以 出 去 的 概率 p(z)， 游 动 者 从 2 一 (q, 5) 
走 一 步 时 , 可 能 到 达 上 、 下 、 左右 格子 点 的 概率 各 为 于 , 上 、 下 、 
左 、 右 格子 点 即 是 点 : (a, 58+1)、(g, 2 一 1)、(@ 一 1, 6)、(gt+1, 68), 
若 游 动 者 游 到 边界 点 , 就 停止 游 动 , 此 问题 相应 的 电网 络 问题 可 才 
示 为 图 15， 其 中 所 有 边界 点 了 相 联 接地 ， 所 有 如 点 相连 ， 最 后 
的 恕 ,了 用 1 伏 电 压 联接 . 问题 是 求 在 内 点 2 处 的 电压 2(w). 
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图 14 图 15 


现在 我 们 定义 平面 上 格子 点 上 的 调和 函数 . 令 S=D+B,D、 
B 为 不 相交 的 格子 点 集合 , 每 个 也 上 的 格子 点 有 上 下, 左 、 右 四 个 
属于 SS 的 格 点 为 其 邻 点 , 而 每 个 如 的 四 个 邻 点 中 至 少 有 一 个 点 属 
于 D， 此外， 假定 5 中 的 点 有 连通 性 ， 即 对 中 的 任意 两 个 点 卫 
及 @， 必 可 找到 一 串 属于 品 的 点 Px3==1，2,…, mw) 使 得 P,P 
Ps;,…, 了 P,Q 为 一 条 通路 .此 时 呈 为 8 的 内 点 集 , B 为 8 的 边 
界 点 集 . 定义 于 SS 上 的 函数 了 (z, y), 如 果 对 每 个 内 点 lg, 3) 有 下 
列 平 均 性 . 


fla, D)—F{f (otl, 5)+f(o—1, 5) 
+f (a, B+1)+f (9, 5—D)}, 


就 称 它 为 调和 函数 . 注意 ， 这 时 我 们 对 f 在 边界 点 上 之 值 未 加 限 
制 ， 欲 证 p(w) =v(z), 如 同一 维 情形 一 样 , 证 p(w) 为 调和 函数 应 
考虑 一 步 之 后 的 所 有 四 个 相 邻 点 ; 证 v(2) 也 为 调和 函数 可 用 基 尔 
均 夫 定律 , 流入 点 z= (4, 5) 的 电流 为 . 
v (gt+1, 6)—yv(g%, 6) 上 vga—1, 80) 一 2(G，0) 
Rh a 


vg, b+1)—y(0, 6) ,vg, 6—1)—yvy(6, 5 
+ 大 + £ 


S] 


CP ee A 


2(G， 芒 一 工 世 (a 十 1， 5) 十 2(C 一 荆 5) 


十 p(G，8 十 二 十 (5，28 一 二 )， 
于 是 p(w)、v(wz) 是 具有 相同 边界 值 的 调和 始 数 , 在 每 个 召 处 等 于 
1, 在 每 个 也 处 为 0。 和 一 维 情形 一 祥 , 可 证 明 极 大 值 原则 及 唯一 
性 原则 也 成 立 . 

求解 这 个 二 维 空间 狄 利克 雷 问 题 并 不 很 简单 ， 在 给 具体 解法 
之 前 , 让 我 们 考虑 两 种 求 近似 解 的 方法 . 

G) 随机 模拟 法 ”用 赌博 语言 来 讲 , 狄 利克 雷 间 题 的 解 , 就 是 
求 下 述 赌 博 中 局 中 人 最 终 赢 得 的 钱 ， 局 中 人 从 2 出 发 进行 随机 小 
动 , 直到 他 达到 某 一 个 边界 点 , 他 就 赢得 f(y) 个 钱 , 如 果 9 是 他 第 
一 次 所 达到 的 边界 点 ， 这 时 了 (yy)= 十 1 或 0, 当 g 为 吾 类 点 或 了 了 
类 点 。 于是， 为 求 1(z)，, 我 们 可 以 从 %w 出 发 ， 重 复 很 多 次 随机 游 
动 ， 因 之 得 到 很 多 个 最 线 赢 额 (il 或 0) 的 平均 值 ， 由 大 数 定律 可 知 
这 个 平均 值 可 以 作为 f(z) 的 相当 精确 的 估计 ， 下面 的 图 形 吏 是 
作 了 10000 次 上 述 随 机 洲 动 的 计算 结果 : 


1 一 一 0.824 一 0.785 一 一 -1 


1——0.876—0.503—0.317-———0 


0 0 

(二) 狄 利克 雷 原 问题 ,松弛 法 上 面 所 述 的 犹 利克 雷 问 题 已 
并 不 是 原来 的 问题 ， 而 是 原来 问题 的 离散 说 法 . 原来 的 问题 是 考 
处 温度 在 连续 介质 中 的 分 布 问题 。 典 型 的 例子 如 下 ， 设 有 一 菌 的 
方 金属 片 ， 从 当中 挖 去 一 个 小 方形 ， 在 薄片 (图 16) 的 内 边 上 的 温 
度 为 0, 而 在 外 边 上 的 温度 为 +、， 问题 是 求 这 金属 薄片 中 一 个 点 
上 的 温度 。 若 以 ulw, y) 表 示 在 点 (%, 9) 的 温度 ， 于 是 wz, 9) 满 
足 拉 莹 拉 斯 微分 万 程 . 

22 


Ou Ow 

Om” Oy3 
满足 此 方程 的 二 元 函数 称 为 调和 函数 , 它 具 如 下 的 性 质 . 在 (2, 9) 
处 以 它 为 圆心 画 任意 在 阴影 中 的 圆 , 则 w(w, 四 等 于 % 在 圆周 上 所 
有 诸 值 的 平均 。 所谓 狄 利克 雷 问 题 , 就 是 求 调和 函数 vw(z, y), 使 
它 在 内 边界 上 等 于 0 而 在 外 边界 上 等 于 1。 上 述 的 离散 型 间 题 与 
此 问题 完全 相应 ， 用 松弛 法 求 原 狄 利克 雷 问 题 的 近似 解 就 是 把 原 
问题 的 连续 介质 代 以 格子 点 (如 图 9), 然后 求 一 个 调和 函数 (高 
散 情 形 的 ), 而 且 在 边界 上 取 给 定 的 值 ， 做 法 是 根据 调和 函数 的 平 
均 性 ， 即 在 一 个 内 点 函数 之 值 等 于 四 个 邻 点 上 之 值 的 平均 . 首先 
把 相应 的 边界 值 记 下 , 然后 对 每 个 内 点 上 给 函数 一 个 初 值 , 例如 在 
我 们 的 离散 问题 中 , 对 每 个 内 点 先 给 函数 之 值 为 0 


0. 


作 一 次 相 邻 的 平均 得 如 下 内 点 之 值 (四 使 五 入 )， 
(ll+1+0) 一 0.75， 


寺 (0.75-+040+0) 一 0.1875， 
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al ee Si PE 


| | 二 (0.1875+1+1+0) 
| | 一 0 .5469, 
1——0.75—0.188—0, | (0 -1875 二 0 二 0 十 0) 
一 0.0469， 


(0.0469-+0.5469-+1+1) -0.64844. 


依 此 平均 法 再 往 下 作 , 作 到 第 8 次 得 


1——0.823—0.787——1 
oho ol os 

| |] 
下 面 我 们 给 出 确切 解 。 内 点 用 4,5, 6, d, 6 家 示 ， 和 


一 元 Go 二 ua 十) 


1 
ty 一 于 (te 十 we 十 2)， 


1 
Wc 一 本 (ia 十 3)， 
1 
sa 一 二 (wa 十 ve 十 ve)， 


工 
We 一 于 (十 wa) 4 


解 此 联 立 方程 组 ， 得 wo = 0.823, wa—0.787, w=0.876, ws= 
0.506, we =0.323. 
为 了 比较 ,列表 如 下 ， 
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Wa We 


计 算 ; 0.506 0.323 


随机 神 拟 ，| 
(10000 次 ) 


松 弛 法 : 
(8 次 ) 
在 上 面 提 到 的 连续 情形 中 , 当 二 元 葡 数 lw,9) 在 BB 中 一 个 开 
集合 九 上 满足 拉 普 拉 斯 方程 时 ， 它 就 叫做 调和 函数 ， 可 以 证 明 这 
个 定义 等 价 于 如 下 的 定义 : wo g) 在 D 上 连续 有 界 , 上 且 有 平均 性 ， 
则 它 是 调和 函数 . 古典 的 狄 利克 雷 问 题 如 下 : 设 忆 为 及 -中 开 集 ， 
给 一 个 在 DD 的 边界 上 的 有 和 界 连 续 函 数 f, 求 一 函数 使 它 在 忆 上 为 
调和 函数, 在 忆 十 ( 妨 的 边界 ) 上 为 连续 , 在 忆 的 边界 上 等 于 f. 可 
以 想到 用 概率 方法 解 此 问题 所 要 用 到 的 手段 是 借助 于 布朗 运动 ， 
因为 布朗 运动 可 以 用 随机 游 动 去 逼近 ， 而 随机 游 动 在 解决 离散 情 
形 的 狄 利 克 雷 问题 时 是 概率 方法 所 用 到 的 手段 . 不 只 如 此 ， 还 可 
以 以 布朗 运动 解决 葬 定 滑 方程 的 犹 利克 雷 边 界 值 问题 ， 这 里 束 不 
深入 展开 J 了 。 
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